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Resumen

En este trabajo se presenta la implantacion en tiempo re-
al de técnicas de control avanzado en el prototipo de un
robot movil. La estrategia de control que se propone esta
jerarquizada en dos niveles. El lazo interno compuesto
de un controlador Proporcional-Integral Derivativo (PID)
que se encarga de controlar la velocidad angular en los
motores que proporcionan la traccién del vehiculo. FEl la-
20 externo esta asociado al modelo cinemdtico del vehiculo
y se encarga de generar los perfiles de velocidad para co-
da motor. FEl lazo externo consiste de un esquema de
linealizacion entrada-salida por retroalimentacion de es-
tado. Con el fin de evitar las singularidades inherentes a
este tipo de leyes de control, se propone un esquema de
control de estructura variable el cual conmuta entre dos
diferentes variables de salida.

Palabras Clave: Robot mévil, seguimiento de trayecto-
rias, control discontinuo, linealizacién exacta.

Abstract

This paper addresses the real time implementation of
advanced control technics on the prototype of a mobile
robot. A hierarchical control strategy is proposed. An
tnner PID loop intended to control the angular velocities
of the actuators and an external loop associated to the
kinematic model of the vehicle that generates velocity
profiles associated to o desired trajectory. A feedback
linearization strategy is adopted for this external loop. In
order to avoid the singularities associated to the proposed
control strategy, a commutation scheme for the output
variables is proposed.

Keywords: Mobile robots, motion planning, discontinu-
ous control, feedback linearization.
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1 Introduccion

Un robot mévil es un dispositivo electromecénico capaz de
desplazarse dentro de un espacio de trabajo (laboratorio,
nave industrial, corredor, habitacién, etc.) con diferentes
niveles de autonomia. El nivel de autonomia estd deter-
minado por la capacidad del robot para percibir el am-
biente de trabajo mediante sensores (microinterruptores,
sonares, dispositivos opto electrénicos, camaras de video,
etc.) y poder modificar su comportamiento en consecuen-
cia.

El desarrollo de modelos matemadticos para describir las
propiedades de robots méviles propulsados por ruedas
ha sido ampliamente abordado en la literatura, ver por
ejemplo Canudas de Witt et al., (1991); Campion et
al., (1996); Thuilot et al, (1996). Una hipétesis de
trabajo frecuente es que las ruedas del robot giran sin
resbalar sobre la superficie de trabajo. Aunque dicha
hipébtesis es bastante realista, algunos autores han desar-
rollado modelos matematicos mas complejos que incluyen
el fenémeno de deslizamiento (Balakrisna y Ghosal, 1996).
Este dltimo punto de vista no sera considerado en el pre-
sente trabajo.

Se dice que el modelo matemético de un robot mévil es
un sistema no holonomo porque las velocidades a lo largo
de los ejes coordenados generalizados satisfacen restric-
ciones no integrables (Murray et al., 1993; Tilbury, 1995).
Las restricciones no holonomas de este tipo de sistemas
da lugar a una gran variedad de problemas teéricos que
han sido tratados en mayor o menor medida en la lit-
eratura. Por ejemplo, en Murray et al., (1993); Sastry,
(1999); Tilbury, (1995) se estudia el problema de planifi-
cacién de trayectorias para este tipo de sistemas mediante
sefiales de control sinusoidales, polinomiales o constantes
por pedazos.

Asimismo, se sabe que un sistema no holonomo no puede
ser estabilizado mediante una ley de control diferencia-
ble, atin cuando el sistema sea completamente controlable
(Brockett, 1983). Por ello, la estabilizacién de sistemas
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no holonomos solo puede lograrse mediante leyes de con-
trol no diferenciables o variantes en el tiempo (Coron et
al., 1995; Samson, 1995; Pomet, 1992).

En lo que respecta al control en tiempo real de robots
méviles, en la literatura han sido reportados un cierto
nimero de trabajos. En Divelbiss y Wen, (1997) se pre-
sentan resultados experimentales para la tarea de esta-
cionar un vehiculo. Dicha tarea se realiza en dos etapas.
La primera es la planeacién y generacién de la trayecto-
ria. La segunda es el seguimiento de la misma utilizando
un control LQR (Linear Quadratic Regulator). Yang y
Kim, (1998) presentan simulaciones y resultados exper-
imentales sobre el comportamiento de una ley de con-
trol de tipo deslizante para el seguimiento de trayectorias
para robot futbolistas. Por otra parte Canudas de Witt
y Roskan, (1991) estudian el problema de controlar en
tiempo real un robot mdévil cuyos actuadores presentan
restricciones de torque. En el trabajo de Tanaka y Yosh-
ioka, (1995), se presentan resultados en simulacién del
control de un vehiculo con cinco remolques. Las leyes de
control propuestas en por Tanaka y Yoshioka, (1995) son
un control difuso para el seguimiento de trayectorias y un
algoritmo genético para la evasién de obstdculos.

En este trabajo describimos el control en tiempo real de
un robot mévil con el propésito de realizar el seguimien-
to de trayectorias preestablecidas en el plano cartesiano.
Los detalles de construccién del prototipo pueden verse
en Salgado-Jiménz et al., (1999); Salgado-Jiménz, (1999).
La estrategia de control que se propone esta jerarquiza-
da en dos niveles. A saber, un lazo interno compuesto
de un controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID)
que se encarga de controlar la velocidad angular de los
motores que proporcionan la traccién al vehiculo, y un la-
zo externo asociado al modelo cinemé&tico del vehiculo que
se encarga de generar los perfiles de velocidad para cada
motor (a ser seguidos por el lazo interno de control) que
corresponden a las trayectorias de posicién deseadas. El
lazo externo de control consiste en un esquems, de lineal-
izacién entrada-salida por retroalimentacién del -estado.
Una de los principales obstdculos para la implantacién de
este tipo de esquema de control es la existencia de subvar-
iedades singulares. Para evitar este problema, se propone
un esquema de conmutacién entre dos variables de salida,
de tal manera que la ley de control linealizante siempre
esta bien definida.

El articulo estd organizado de la siguiente manera. En
la Seccién 2 se desarrolla el esquema de control para el
modelo cinemético del robot mévil. En la Seccién 3 se
presenta el esquema de control utilizado para el mode-
lo dindmico de los actuadores. En la Seccién 4 se pre-
sentan los resultados experimentales obtenidos al aplicar
el esquema de control jerarquizado al robot mévil. Fi-
nalmente, las conclusiones del trabajo se presentan en la
Seccién 5.

Yo
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Figura 1: Localizacién en el plano cartesiano.

2 Control del Modelo Cinematico

2.1 Modelo Cinematico

La posicién y orientacién de un robot mévil en el plano
pueden describirse por sus coordenadas (z,y) con respec-
to a un sistema de referencia fijo y el dngulo ¢ que el
robot forma con respecto del eje X, como se muestra en
la Figura 1.

Sea u; la velocidad lineal del robot en la direccién perpen-
dicular al eje de sus ruedas y sea ug su velocidad angular.
Entonces a partir de la Figura 1, es posible encontrar las
siguientes relaciones

T = ujcosyp
¥ = wasing (1)
¢ = Uy,

donde x representa la posicién a lo largo del eje Xg, y
representa la posicién a lo largo del eje Yy y  representa
la orientacién del eje longitudinal del vehiculo con respec-
to al eje Xp. De manera ideal la velocidad lineal u; y la
velocidad angular up pueden ser considéradas como vari-
ables de control del sistema (1). Sin embargo, desde un
punto de vista més realista, es necesario considerar que
dichas variables son funciones de las velocidades angulares
de las ruedas del robot.
Sean wq y w; las velocidades angulares de las ruedas
derecha e izquierda del vehiculo mévil, respectivamente.
Entonces, es posible mostrar que u; y up estdn rela-
cionadas con wg y w; por medio de la siguiente trans-
formacién,

(31

Ug

Wd

=T , T=

] @

Wi 2% "2
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donde r es el radio de las ruedas y 2¢ es la distancia entre
ellas (como puede verse en la Figura 1). Puesto que la
transformacién T es no singular, cualesquiera valores de
las velocidades w1 y uz pueden ser obtenidos mediante
una adecuada seleccién de las variables wg y w;. Esto nos
lleva a la representacién alterna para el sistema (1) dada
por,

& = §(wq + w;) cosp
¥ = F(wg+w;)sing

¢ = 35(wa — wi).

2.2 Cinemadtica Inversa

El modelo cinemético dado por la ecuacién (1) puede
verse como una transformacién

T fus (8),u2 ()] — X (t) = [z (t),y (), ¢ ()]

que mapea pares de trayectoria de velocidad
[u1 () ,u2 ()] en trayectorias del robot mévil en el
espacio cartesiano. Dada una trayectoria deseada o
nominal X4 (t) = [za(t),ya(t),¢a (t)], el problema de
la cinemédtica inversa (Divelbiss y Wen, 1997) consiste
en determinar un perfil de velocidad [u14 (£), uaq (t)] tal
que:

T [uld (t) ,U2d (t)] = X4 (t) .

En el resto de esta subseccién analizaremos un caso par-
ticular de este problema general.

Supongamos que deseamos que el robot mévil se desplace
a lo largo de la pardbola descrita por la ecuacién

va (t) = 23 (2).- (3)

Diferenciando la ecuacién (3) con respecto al tiempo y
sustituyendo las ecuaciones (1) encontramos que el robot
mévil puede describir la trayectoria deseada solo si el
éngulo de orientacién 4 satisface la siguiente relacién

¢4 (t) = arctan (2z4(t)) . 4)

El siguiente paso es proponer una parametrizacién de z4
en funcién del tiempo ¢. Escojamos por ejemplo,

za(t) = asin (%”t) . (5)

Con esta parametrizacién, el robot se desplazarfa del ori-
gen al punto (a,a?), posteriormente retornarfa al origen
en camino al punto (—a,a?) y finalmente de nuevo re-
tornaria al origen, todo en un tiempo de P segundos.

El propésito de las leyes de control que se desarrollan en
las siguientes subsecciones es lograr que las variables z(t),
y(t) y ¢ (t) sigan asintéticamente los valores nominales
dados por las ecuaciones (3)-(5). Esto es z(t) — z4(¢),
(&) = ya(t), ¢ (t) = pa (t), cuando t — oo.
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2.3 Linealizacién por Retroalimentacién
Dinamica

En esta Seccién desarrollamos un esquema de control que
linealiza la respuesta entrada-salida del sistema (1), con-
siderando u;, uz como variables de control y z, y como
variables de salida. Tomando las derivadas de estas fun-
ciones con respecto al tiempo obtenemos

u

w2

-z 1] oo
Y sing 0 Us .

A partir de esta ecuacién concluimos que no es posible
linealizar la respuesta entrada-salida del sistema medi-
ante retroalimentacién estética, dado que la matriz de
desacoplamiento A(p) es singular para todo valor de
(z,9,p) (Isidori, 1995). Sin embargo, este objetivo de
control puede alcanzarse mediante el llamado algoritmo
de extensién dindmica. Para ello, definimos una nueva
variable de estado { y una nueva variable de control 4,
las cuales estan relacionadas con el sistema (1) de la sigu-
iente manera: ¢ = 4, w3 = (. El proceso anterior es
equivalente a agregar un integrador antes de la variable
de control u;. Para el sistema extendido, las nuevas vari-
ables de control son @1 y usg, las cuales estdn relacionadas
con las variables de salida mediante la siguientes rela-
ciones

Z| |cosp —(Csing Uy
i siny {cosyp Ug
Claramente, para el sistema extendido, la nueva matriz
de desacoplamiento A.(y, () es no singular siempre que

¢ # 0. Entonces, es posible definir la retroalimentacién
dindmica

= Ae(Sov C) l:ﬁlj! .

Uz

3T . (6)
[ 1} =A21(¢,C){ IJ,
Ug V2

donde las nuevas variables de control v; y v, estan dadas
por

[vl} _ [a’v’d — 12 — £q) — ooz —xd)} .
v ba ~ By — 9a) — Bo(y — ya)
Definiendo las funciones de error e,(t) y e,(t) mediante
€r =T — T4
€y =Y~ Ya,

es posible mostrar que su dindmica estd gobernada medi-
ante las siguientes ecuaciones diferenciales

€z + 18, + apey =0
éy + Préy + Poey = 0.
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Bajo la eleccién apropiada de los pardmetros oy, §; es
posible mostrar que e, e, — 0 cuando ¢t — oo.

La ley de control (6) no est4 definida cuando ¢ = 0. Para,
evitar esta dificultad, en la préxima subseccién se propone
una ley de control linealizante para una nueva variable de
salida.

2.4 Linealizaciéon por Retroalimentacién
Estatica

Con el propésito de evitar el problema de singularidad
en el caso de la ley de control dindmica, en esta Seccién
proponemos una ley de control linealizante (Isidori, 1995)
con respecto a un nuevo conjunto de variables de salida.
Especificamente, proponemos elegir z, y y como variables
de salida, las cuales estén relacionadas con las variables
de control de la siguiente manera

HECIHE AN

Eligiendo las variables de control u;, uy de la forma

U1 _ A-1 U1 — coicp 0 U1
sl o

es claro que las variables x(¢), ¢ (t) estardn gobernadas
por la ecuacién diferencial

!

Finalmente, eligiendo las nuevas variables de control v; y

Y2 €OMO
" - Tq — ey (8)
() Pa — Pey ’

es facil mostrar que el error de seguimiento estars gober-
nado por el siguiente par de ecuaciones diferenciales

= A(yp)

€, +ae, =0,
€ + Pe, =0,

donde e;(t) = z(t) — z4(t) ¥ ex(t) = p(t) — pa(t). Ba-
jo este esquema de control tendremos que e,(t) — 0,
€, (t) — 0 cuando t — oo siempre que @, 8 > 0.
Combinando las ecuaciones (7), (8) concluimos que los
perfiles de velocidad que los actuadores del robot deben
seguir estan dados por

up | coi 0 g — oz —z4)
[W]_l 0 1} I:de—ﬁ(@_ﬂod)]. ©)

Es importante notar que la ley de control (9) no est4
definida globalmente. En efecto, la variable u; crece sin
ninguna cota cuando ¢ — EX k= +1,42, ...

También es importante mencionar que la ley de control
(9) induce una dindmica no observable en lazo cerrado
para el sistema (1). Aunque tedéricamente no es posible
garantizar la estabilidad de esta dindmica no observable,
experimentalmente se ha encontrado que las variables no
observables permanecen acotadas para cualquier intervalo
finito de tiempo.

2.5 Control Discontinuo del Modelo Cin-
ematico

Como mencionamos anteriormente, la ley de control
dindmica (6) no estd definida cuando u; = ¢ = 0. Es-
ta condicién ocurre cuando el robot se encuentra inicial-
mente en reposo, o bien cuando la trayectoria preestable-
cida obliga al robot a detenerse moment4neamente. Para
evitar este problema, se propone conmutar a la ley de con-
trol estdtica (9) siempre que la magnitud de la velocidad
lineal del robot u; sea inferior a un cierto umbral £ > 0,
es decir, cuando |{] < ¢.

Por otra parte, la ley de control estética (9) no est4 defini-
da para ¢ = %", k = +1,42,.... Por lo anterior, im-
plicitamente estamos asumiendo que las trayectorias del
robot no intersectan la subvariedad

S={(x,y,(p,C) l<=07 30=k?7r}a

donde ambas leyes de control no estdn definidas.

El esquema de control propuesto se ilustra en la Figura 2.
En esta figura se identifican dos lazos de control. El lazo
de control interno est4 asociado al modelo dindmico de los
actuadores y consiste en un control tipo PID. Dicho esque-
ma de control se explica en detalle en la siguiente seccién.
El lazo externo consiste en un algoritmo de estructura
variable y se encarga del-control del modelo cinemdtico.
El control de estructura variable conmuta entre el control
linealizante estético y el control linealizante dindmico a
fin de evitar las singularidades de cada esquema.

3 Control del Modelo Dinamico

En la Seccién anterior desarrollamos una ley de con-
trol para el modelo cinemético, la cual permite llevar a
cabo seguimiento asintético de trayectorias preestableci-
das. Dicha esquema considera a las velocidades angulares
de cada rueda como variables de control. A su vez, el
actuador de cada rueda es un motor de corriente contin-
ua de imén permanente. En esta Seccién se desarrolla
un esquema de control que permite a dichos actuadores
alcanzar los perfiles de velocidad requeridos.
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Figura 2: Esquema de control.

3.1

Bajo la hipétesis de que la inductancia de armadura es
despreciable, es posible mostrar que la velocidad angular
de un motor de corriente continua de iman permanente
satisface la siguiente ecuacién diferencial

dw
I —Ciw + CoV,
donde w es la velocidad angular del motor, V es el voltaje

de alimentacién y C1,Cs son constantes apropiadas. Con-

Modelo Dinamico

(10)

siderando a la velocidad angular como variable de salida

y al voltaje de alimentacién como variable de entrada, la
funcién de transferencia del motor estd dada por
w(s) k
V(s) 1+47s

(11)

La identificacién de los pardametros & y T en la ecuacién
anterior puede realizarse de una manera muy simple con-
siderando la respuesta a una entrada escalén de los mo-
tores utilizados. Para un voltaje aplicado de 6 volts se
obtuvieron los siguientes parametros

Motor Derecho
0.413
0.330

Motor Izquierdo
0.475
0.240

(12)

3.2 Compensacion de Friccién en el Mod-
elo Dindmico

Un problema que a menudo se presenta en sistemas servo-
controlados es la aparicién de efectos de friccién. La fric-
cién puede producir en el sistema errores apreciables en el
seguimiento de una trayectoria deseada e inclusive inducir
ciclos limite y fenémenos de atascamientos indeseables. A
partir de los experimentos para la identificacién de la fun-
cién de trasferencia (11), se establecié la existencia de este
problema en el control de los motores de corriente directa.
En la Figura 3 se presentan la respuesta de los motores
izquierdo y derecho ante una entrada con crecimiento ex-
ponencial. En esta figura es posible apreciar claramente el
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Efectos de la friccién

rad / seg
<
volts

ol i ; o
0 100 200 300 400 500 600 o0 800

seg 107

Figura 3: Efectos de friccién sobre los actuadores izquier-
do y derecho.

efecto de la friccién en el sistema a controlar. Nétese que
los motores sélo empiezan a funcionar cuando el volta-
je aplicado es mayor que cierto umbral (3.4 volts para el
motor izquierdo y 3.8 volts para el motor derecho).

El efecto indeseable apreciado en la Figura 3 es lo que se
conoce como “zona muerta”. Para compensar este efecto
en cada uno de los motores es necesario considerar un
torque de friccién f, dependiente de la velocidad angular
w, el cual debe ser considerado en el modelo (11) de la
siguiente manera

Tw+w=kV — f(w)) (13)

El valor de la compensacién f puede ser estimado medi-
ante el siguiente modelo

fw) = (fo + folwl) sign(w), (14)

donde f. es un pardmetro asociado al efecto de la friccién
de Coulomb y f, es un pardmetro asociado a los efectos
de la friccién viscosa.

Para una entrada de 6 volts, experimentalmente se ob-
tienen los siguientes pardmetros para el modelo (13)-(14)
que incluye el efecto de la friccién

Motor Derecho | Motor Izquierdo
fe 3.6 3.4
fo 0.05 0.06

(15)

Estos pardmetros producen las respuestas mostradas en
las Figuras 4 y 5 para la velocidad en la rueda izquierda
y derecha respectivamente.

3.3 Control PID

Sean wj, w; los perfiles de velocidad angular deseados
obtenidos a partir del control del modelo cinemdtico y
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Velocidades angulares wi a) real b)simulada

=
8 a8 o —
-§ 16 73
)7
. 0
05
]
.5
o 100 200 an0 400 s00 800 700 /00 s0a
seg 102
Figura 4: Velocidad angular w; real y simulada.
25 Velocidades angulares wd a) real b)simulada
e ., |t T
; “V.»/»"’«n a)
E 15 4
1 ya
Vs
05| s
N i
05 L
0 100 200 300 400 500 600 700 0

800 290
seg 10°

Figura 5: Velocidad angular wy real y simulada.

definamos los errores de seguimiento para las velocidades
angulares mediante

*

*
€d = Wqg —Wq, € —W; —W;.

Con el fin de garantizar que los errores seguimiento con-
verjan a cero, proponemos la utilizacién de un control
Proporcional-Integral-Derivativo (PID) de la forma

dey ()
di

Vi (t) = K, ex (t) + K, /: er (t)dt + Kg, (16)

donde k = 4,d: La sintonizacién inicial de los parametros
del controlador se realizé6 por medio del método de
Ziegler-Nichols considerando la respuesta al escalén de
los motores.

4 Resultados en Tiempo Real

La operacién del robot inicia con el control estatico debido
a que el control dindmico presenta una singularidad en
u1 = 0. Una vez que la velocidad lineal es mayor que un
cierto umbral £ > 0, se conmuta al control dinamico, el
cual provee convergencia en las variables del robot, z, y,
.

La implantacién del esquema de control presentado en
la Figura 2 se llevo a cabo mediante una tarjeta DSP
(dSPACE DS1102) en la cual los controladores propuestos
pueden ser implantados directamente en el paquete de
simulacién Simulink de MatLab. Se consideré un periodo
de muestreo de 10 ms.

Jxo? A) En?r (xd - x}
é "W ~ /L /MV\«\\V
2 W AR
£}
I 1000 2000 000 4000 5000 20
seg 10
x10° . B) Error (yd -y)
8. N N,
g, | N
. ! — \JJ |
o 10i00 2000 3000 4000 SOIDD 2
seg 10
C) Error (pd- o)
T T
o 062 i . [
g '\\ AN .
002
- \/ .
[+ 1000 2000 30‘00 4000

5000 $000
seg 10

Figura 6: Errores A) e, B) ey, C) e, con compensacién
de friccién.

Se pretende que el vehiculo mévil siga la trayectoria de-
seada descrita en la Subseccién 2.2, con los siguientes
parametros: a = 0.9m, P = 60 s.

Los parametros del controlador PID utilizados en el lazo
de control interno se presentan en la tabla siguiente,

Motor Izquierdo | Motor Derecho
K, =34 K,, =37
Di Pd (17)
K;,=08 K,=11
K4, =0.01 K4, =0.01

Los pardmetros de disefio de la ley de retroalimentacién
estdtica estuvieron dados por &« = 8 = 1 y en el caso
dindmico se consideré a; = 81 =3y ag = Bo = 1. Se fi-
jaron las condiciones iniciales (z°,4°, ©°, w°) = (0, 0,0, 0).
En los experimentos se consideré f,, =4.65y feq = 4.45,
los valores para f, permanecieron sin cambios (dados por
(15)).

En la Figura 6 se presentan los errores obtenidos A)
er =& — %4, B) ey =y — ya, C) e, = ¢ — g, mientras
que en la Figura 7 se presenta A) la trayectoria seguida
por el vehiculo mévil en el plano cartesiano, B) las ve-
locidades angulares motores izquierdo w; y derecho wy y
sus C) voltajes de control V; y V4. A partir de los errores
obtenidos en las figuras puede concluirse que los resulta-
dos experimentales son altamente satisfactorios ya que se
logré el seguimiento deseado. Por otra parte, los volta-
jes aplicados a los motores estuvieron dentro de valores
apropiados.
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A) Trayectoria del robot mévil

. -

metros
|

-1 0.8 0.6 0.4 £0.2 [ 0.2 (X} 08 o8 1

B) Velocidades angulares wi y wd

rad / seg

Volts
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Figura 7: A) Trayectoria z(y), B) perfiles w;, wqg y C)
control v;, v4 con compensacién de friccién.

5 Conclusiones

En este trabajo se presento la implantacién en tiempo
real de técnicas avanzadas de control en el prototipo de
un robot mévil. Especificamente, se propuso un esquema
de control de estructura variable el cual permite llevar a
cabo el seguimiento asintético de trayectorias preestable-
cidas. Independientemente del aspecto tecnolégico, el es-
quema de conmutacién entre dos variables de salida es
una contribucién original y produce un buen desempetio
para el modelo considerado. Una continuacién natural
del presente trabajo es el andlisis formal de estabilidad
del esquema de control en lazo cerrado. También parece
interesante el estudio de la conmutacién entre diferentes
variables de salida para clases mas generales de sistemas
1o lineales.
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