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Resumen

fealizamos  en exe feabofe o estudio cualitedive e oy
fronwctarios el wifeng dindimico resadtante de apdivar of
Pranetpde ded Michmo de Papimiagio o wr pealdema de conieal
dugima pave fo pesdion eeondmica de wea pesguecio. Aralizomns
ferestefilelod e foy sofuciones oo eguilibeio estncionaeio en
Suncdde de fos pardmetros del sistesa, porg posteriorstente
frvestimar sabre laoesistencit de bifiroaciones oe codimension
el o exie semtieln, cenframas parficudarmente nuesiva alencion
en do bifercacidn de Hapd p oen fo consigeicnte aparicics de
fravecioriny  cerrodas de fpo  cicle Bmite. Lor o reswltoday
afitenigton o nivel fedrico yon fusiradon apdricomenle asigraeo
a oy poedareivas ded sistema fog extimeaciones veolizadas para of
o v fo pesgueria de Uchamelen pelfion ™ ded fitoead
guvgtletrtion eypeiod, Loxo valores de Sifieeocion se obieten
mediorie ef wvo oo oy sofivares Costear v Vensim v se da wno
descrineian gl comporiamienio cualitative de fas oetivy del
sistemis e fog ertarnas de los valoves de Difecacidn,

Palalbeas clave: Baabilidad, Bilureaciones., Teoroma de Hopt,
Ciclo Limite, Control Optimo.

Abstract

Thig paper dealy with the heory of codimension e hificealiong
e e clncemnicend st decived from apodeing Poreevagin s
el peinciofe toran optieal conirod pratfem for econgmic
Ashertes weanagrement, Oludes i (e sumber guofoe the stebiliy
of slationory slates ax well as the appeaeance of clased oebits, ore
pahTed, Some wecessar enddar snificlent conditieons e
exicrtilishied for the castence of Ropd bifieootians, ecooreing o e
fipfopival o coororie paramerers of e woded, Fe focis onre
aftentiont an the reslfing (i cpeles wheete can be comlielates for
sealritiarn o the aptimal corirol probien. The method is applied o
thie South Adlantic Ychamelea paliiee” fisheny To obigin the
frifurcertion verlnes, we iorve merde mamericnd compritadions by the
o af bt el Veasim sefiwerre, So,we mente o oot
deserpdion of He rafectories behaviowr arouid the stailonaey
sl

Kevwords: Stability, Bilurcations, Hopl Theorem, Limie Cyaole,
Ciptinml L entral

1 Introduccion

La estroctura cualitativa del Mejo de un sistema dindmico
no lineal puede cambiar si se modifican los parametros del
misme. En particular, pucden aparecer nuevos puntos de
equilibric v drbitas cerradas, o desaparecer los gue ya
existen, o bien ver alteradas sus propiedades de estabilidad,
Lin sistema donde esto ocurre recibe el nombre de sistema
estructuralmente inestahle, o se dice equivalentemente gque
una bifurcacion ha occurrido para algunos valores de los
[FACATNELFOS,

Los estudios cualitatives  aplicados a Lo sistemas
socioccondmicos  se han desarrollade  de  forma
extracrdinaria altimamente, Cabe destacar a investigadores
como Felchtinger {19927 Day (1994), Hilborn (1994},
Crandolfo (1997), Lorenz (1997), Landa v Welasco (1997),
Vilchez v Velasco (1999, Barucci (2001), Vilchez ¥
Yelasco (20023 o Yelasco et al (20021 que han estudiado
las propicdades de estabilidad local de las soluciones de
equilibrio estacionario de sistemas que dependen de varios
paramelros econdmicos v han descrito el comportamiento
de las Iravectorias conforme a que unoe o mas de los
parimetros del sistema varien. Hoy en dia conceplos como
hifurcaciones, codimension o equivalencia topoldgica son
wsados frecuentemente en la investigacion econdmica.

En este trabajo  pretendemos,  fundamentalmente,
interprelar la teoria sobre bifurcaciones locales dentro del
contexto de los sistemas dinamicos con aplicacion a la
pesca, come herramienta bporiante que permite wn angdlisis
cualitative  pormienorizado  del comportamicnto de las
trayectorias del sistema en un entorno de los puntos de
equilibrio  estacionorio.  Concretamente, analizamos el
sistema de ecuaciones diferenciales resultante de aplicar el
Principio del Maximo de Poobryagio a oun problema de
control - optimo. - Tales  sistemas  se han caracterizado
rradicionalmente en fa literatura por la presencia de un
punio de silla, lo que implica estabilidad condicional, esto
es, las travectorias del sistema aleanzan el equilibrio
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estacionario siempre y cuando las condiciones iniciales las
sittien sobre la variedad estable del mismo. Ahora bien, no
es ¢ste el inico comportamiento observable cn modelos de
crecimiento econdmice dplimo, pues se demuestra tambicn
la existencia de Grbitas cerradas en modelos dindmicos
carncterizados por la presencia de trayecioriasg mas o menos
mondlonas ¥, en consecuencia, los ciclos pueden surgir
como resultado de un proceso de optimizacidn, Asi lo han
establecide  diversos  autores tales como  Benhabib v
Mishimura (1979, Wirl (1995, 1996), Teichtinger y Sorger
{1986), Feichlinger et al {1992) v Dokner v Feichtinger
(1991}, entre otros, los cuales identifican a nivel ledrico
distintos mecanismos que pueden generar los ciclos en
problemas de contral dptime aplicados a distintos campos
de la Economia, si bien, ln mayoria reconoce la dificultad
de llevar los resultados a la prictica encontrando modelos
que reflejen fa realidad. En este sentido noestro trabajo
introduce en ¢l campoe de los recursos pesquercss |3
utilizacién de datos reales disponibles de pesca para la
obtencion de los valores de los pardmetros a partir de los
cusles se producen cambios cualitatives importantes en la
dindmica de los sistemas estudiados, es decir, el cileulo de
los valores de bifurcacion,

2 Metodologia

Para la consecucion del objetivo propuesto, es necesario
establecer una metodologia que permila plasmar, mediante
expresiones matemalicas, todos los aspectos del analisis. En
este sentido, hemos seleccienado los dltimos resultados
exislentes ya en fa bibliografia al respecta’ que, de manera
mas efectiva, resuelven nuestros problemas,

Los  sistemas dindmicos gue hemos estudiado son no
lineales, formulados con una concepoion del tempo como
conjunto continuo,  Ademdas, son disipativos ¥ pueden
poseer asl atractores en forma de puntos fijos, ciclos

limites, drbitas cuasi-periddicas o incluso  atractores

exlrafios,

Como los cambios cualitatives a los que se refiere fa
tearia sobre hifurcaciones locales ocurren en un entorno de
un punto fijo u 6rhita cerrada, nos hemos centrado en el
estudic de los puntos de equilibrio ne hiperbdlicos, es deeir,
agquélios para los cuales la matriz Jacobiana del sistema
posee aulovalores nulos o con parte real nula, pues sabemos
por el teorema de Hartman-CGrobman que los equilibrios
hiperbilicos  son  estructuralmente  estables. En  este
comexto, resulta fundamental el teorema de la variedad
centro que establece la existencia de una  varicdad
invariante® pasando por el punto fijo (no hiperbolico) a la

U kutnetsoy (1597, Gockenheimer el ol (1997, Govacrls el ul
{1997}, Govacrts {20407,

! Para el caso que nos eupd ¥ 18l come aclca Wiggins {1930,
po 15 cunndo usernos el terming vertedad o8 sulicienle pensar on doy
situaciones: un subespacio vectonsl de [ en el caso lineil o una superficic
m-dimensiomal inerustada en [en el caso ne lneal,

EZR

cual puede restringirse el sistema para estudiar la dindmic
en un entorno del mismao, andlogamentse a comn Gourre e
los sistemas lineales con el subespacio vectorial general
por los autovectores asociados a autovalores nulos o g
parte real nulba,

Cuando el punte de equilibrio es ne hiperbalico, debido
ia presencia de al menos un autovalor real simple nulo, |
restriccian del sistema original a la variedad centro es
sistema de dimension une vy osioes consccoencia de |
presencin de un par de autovalores imaginarios puros, dich
restriceion es  hidimensional, siendo el estudio de |a
bifurcaciones en los sistemas resultantes mas sencillo qu
en el de partida, toda ves goe los mismos son susceptible
de escribirse bajo clerta forma estindar de expresio
(Hamada forme normal fopoldeica) comin a todos o
sistemas que poseen un mismo lipo de bilurcacion.

En el caso de las bifurcaciones relacionadas con |
aparicion de un autovalor real simple nulo, se identifica
tres tipos de bilurcaciones: wodo-silla, wanscritica
prichfork,

El andlisis de la forma normal topoldgica asociada a cad
tipe de bilurcacidn permite comprender qué tipo de cambi
se produce en ¢l sistema cuando el pardmetro rehasa o
valor de bifurcacion, Asi, la bifurcacién nodo-silla pued
ientificarse como el mecanismo  bisico de  creacidn
destruccion de puntos [jos: conforme el pacimetro de
sistema varia, dos puntos f1jos se mueven uno hacia el ot
colisionan  (cuando el pardmetro  toma el valor d
bifureacion) ¥ desaparceen, Un la bifurcacion transcritics
los puntos fijos colisionan igualmente, pere ne desaparcee
sino gue intercambian su estabilidad, En la bifurcacio
pitchfork, los puntos fijos tienden a aparecer ¥ desaparece
en pares simétricos,

En el ¢aso de gue el equilibrio estacionario sea n
hiperbilico debido a ln presencia de un par de autovalor
imaginarios puros para cierto valor del pardmetro de
sistemia, o = g, la restriccidn del sistema original a |
variedad centro es un sistema bidimensional, el cu
presentard una bifurcacion de Hopl para o = o, sios
verifica que los autovalores o) que sen imaginarios pure
en oy crucen el eje imaginario con velocidad no nula, est
es:

d Red (o)
e ———— # 0

der )
m—a“

En lales circunstancins, ¢l teorema de Hopl
asepura ln existencia de algunas soluciones periddica
hilurcindose a parlic de o La estabilidad de Tas mism
viene determinada por una sepunda condicidn expresada g

términos del llamado primer coeficiente de Ligpunov, ||

! Hopl {1942 Hay wna raducewin ol mghes cn Mariden |
e rakien (10760 v dislintas versiones en Guckenheme v Holmes ¢ 14955]
Winping (1900 n Lorenz | 1995
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feegd, ¢l cual se deduce en el edleulo de la Torma normal
topologica correspondicnte’.
Fn estas circunstancias, una condicion suficiente

prara la existencia de un ciclo limite estable es que () (o)

oy st o) = @, el ciclo limile es incstable, En el

primer cuso estamos  ante una bifurcacion de  Hopf

suprereriticn v un ciclo limite estable surge para cada valor
del pardametro o mayor que og, v o sulicientemente
proximo a ¢l En el sesundo caso, se lrata de una
bifurcacitn de Hopl saberitica v los ciclos aparecen antes
e que el parametro aleance el valor de bifurcacion.

Entences, dado un sistema n-dimensional con un
equilibrin no hiperbdlico para cierto valor de un parimetro,
podemas éncontrar una variedad centro pasando por ese
punte ¥ restringir el sistenwa original a la misma, con lo que
el estudio de Las bifurcaciones en los sistemas resullantes de
dimensiones une ¢ dos es menos complejo, una vez
caleuladas las formas normales topolégicas cquivalentes,
Ahora bien, Ia realizacion de estos caleulos no es sencilla,
En la mavoria de los casos un tratamicnto simbélice del
problema resulta inabordable ¥ hay que recureir a 1éenicas
numericas de resolucién. Mo cbstante, hemos sepuido la
metodelogla desarrollada por Kusnetsov (1997), el cual
realiza un tratamiento de ln coestion utilizandn  variable
complela, o que simplifica los caleulos, ¥ a su vez propone
tos procedimientos para el caloulo de la variedasd centro v
ta posterior restriceion del sistema.

Lstablecidos  por tanto los fundamentos  tedricos v
metodoldgicos que sustentan la investioacion, pasamuos a
tormular en la siguienie seccidn el modelo de control
optimo del cual deriva el sistema dindmico que vamos a
estudiar,

3 Formulacion del Modelo

El modelo que analizamos ¢s una ampliacian del modelo
lineal bdasico de  pestion  de  pesquerias  presentado
origindlmente por Schaefer {1957) v desarroliade con
posteriaridad por Crotchficld y Zellner {19623, consistenie
en controlar ¢l esluerzo de pesea” a lo large del tiempo de
manera gque sea maxima Lo ulilidad social proporcionada
por ¢l recurse o, en términes del stock, se trata de
determinar la trayecloria dptima de la bicmasa, ), de
modo que sea maxime el funcional que expresa Jos
benelicios netos descontados derivados de la explotacion
del recursc.

L W Fiznersow (1997

g se suele delinie como estuereo de praen el producto del poder
de pesea fentendido ésie come fel poder de cuptura® en L teominelogin e
Brverton y Hall 195770 deoun bes individual por el liempo de opermeian
ctective, Bl esfuerzs jotl ool desplegada por una flola serd by suma de
los esfoereos mensuales de cada embareacian, La unidal que empleacemos
para viambeficor el eiloereo serd el nimern de dias de pesen (ulecuada sila
Moty ez homozéneal, sibien poede venic expresade en nomnero de barcos,
sedales, redes., | ele,

La formulacion matematica consiste en maximizar el
[uncional;
JE"" LpgE =0 - e dt i

sujeto

b
K =r x| --"E‘J-nm

S0 = g2 =0 (2

D=E= E

donde xft) representa el nivel de biomasa en el instante
(medide en T, &7 es el csfuerzo de pesca (medido en
dias de pesca) ¥ f0) es la tasa instanlinea de capruras
totales de Jo flota, Los parimetros r v £ oen la ecuscion de
estacdo, representan respectivamente la tasa de crecimiento
intrinscea de la poblacion de peces y la capacidad de carga
respectiva o nivel de biomasa méximo que se alcanzar(a en
ausencia e expletacion. Dicha ecuacitn indica que la
variacion en el liempo de los niveles de biomasa es igual a
la difisrencia entre la funcion que expresa el crecimients
natural de Ta poblacion (de acuerdo a una ley logistica) v In
Lasa total de capturas de la Nola,

Asl mismo, los parimetros p oy ¢ representan ¢l precio
nete por unidad de captura v ¢l coste por unidad de esfuerzn
respectivamente, v & os la tasa conlinua de descuento que
aclualiza la corriente de beneficios v que es fijada por el
aestar de la pesqueria,

En el modelo de Schacter. A = Bl con g el
coeficiente e capturabilidad de In especie. Al ser el
Flamiltoniano para cate problema:

H i)
Hix E 1) =pobs-cB+p| x| 1-— I!-|\n.'|l-',>: (3}
L B,
lineal en la wvariable de contol, de la condicion de
o)
35T £l .
optimalidad, “_I:=“1 no puede deducirse el control
[

optimo, &% de forma dirccta, por o que la solucidn al
problema cs una solucion de tipo “bang-bang™ estahlecidy
en forma de “feedback”, es decir, ¢l esfuerzo dptimo F1) se
especifica en funcion de la variable de estado nctual como
una combinacion de controles “hang-bang” v dptimos. Sélo
s¢ necesila conocer el nivel actual del stock, xih v los
ralores de los pardmetros para deducir la politica dptima
para el presente y el fuluro de la pesqueria. Pero como ya
hemos comentado, la condicion para que se dé una solucion
de este lipo s bastante irreal: la linealidad en los costes.
Una manera de evitar estas scluciones Hamadas también
de “mraquetea”, consiste en infroducir en el funcional unos
costes de ginste o de pueva capacidad que hagan continuo
el control, de manera que éste (¢l nivel de esfuerzo en
nuestro casoy vaya ajustandose al coste en cada momento.

Lhvmads os1 por establecerse en valores exlremos, Ver Kamien v
Sehwartz {1929 p 202,

275
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La idea es considerar una nueva variahle de contral, i,
definida como la tasa de varacion del esfuerzo, esto es:

dEft
ity il S
dt
v uma funcion de cosles de ajuste’ (cuadritica):
kivi=pv . p=0 (5

Asi, el esluerzo de pesca que antes era la variable de

contrel. pasa ahora a ser una variable de estado que se dge

por la ecuacidn dilerencial £ =1v, La funcion de utilidad

social incorpora la nueva funcion de costes y ¢l problema
E P ]

de control que estudiamos consiste en™;

i Ju'ﬁ 1{ Ph-CE"f—ﬂvz) dt (6}

SUjEt a

e
X(=xy, E(D)=En, ve[-dd]. 0= <o

4 Aplicacion del Principio del
Maximo v Anilisis de la
Estabilidad de los Equilibrios
Estacionarios

El problema (6} ¢s un problema de control optime no lineal
en los costes con dos variables de estado v un control. La
aplicacion de las condiciones necesarias de optimalidad del
Principio del Méximo a un problema como éste, da lugar a
un sistema de ecuaciones diferenciales de dimension cuatro

en la forma:

. o
¥ = rxl-—— -h
| | I, J
E = ¥ ;
% = il i
[ = OpLy —
Hi FLy e
: ; aH
Ha = By —
B

donde Jf ¢s ol Hamiltoniano del problema v g, s son las
variables de cocstado.

Eite coste de ajuste poede inlerpretese como oo gue cuesie
imeorpomrcesar un bareo en ln pesqueria, Asi, contralames |y veriacion
del esfoereg en funeidn de o costose que resalle el pllavbaja de s
wimbarcucion

Civilimos  |n dependencia explivity con respeeto al empo. por
simpliciulad,

276

Dockner v Feichtinger (1991) establecicron la posibilidad
de que un sistema como el anterior derivado de
problema de contrel optime con dos variables de estado
un control, admitiers  como soluciones  travectorias
oscilatorias cerradas de tipo ciclo limite, las cuales sepin
avanzaba Hartl (1987} sale sem posibles si hay mas de una
variohle de estado. Concretamente, dado un equilibrio
estacionario, P del sistema anterior, si se considera ol
sistema lineal asociade, v = Jy, con J lo matriz Jacohiang
evaluada en P, Dockner (1985) probd que los aulovalores
asociados pueden caleularse mediante la expresion:

Apaaa

gy
I} Iy K
el | il I
2 Y2 J
donde & = B- & . con 8 la suma de los menores chingonales
de orden dos de la matriz lacobiana J

A la vista de la econcion (81, es posible cstablecer ung
clasificacion de los autovalores anleriores en funcion de
detd y K, tal v ocomo se muestra en a Figora |y oasi
determinar la estabilidad de los estados estacionarios,

Estd clare que la estabilidad completa es imposible v e
la dinica estabilidad de la que pucde hablarse cs de la
estabilicdad condicional del punte de silla, Dockner ¥
Feichlinger (1991) probaron ademis que v condicién
necesarian v suficiente pary que los autovalores anteriores
Riesen imaginarios puros” es;

1 q
A P -

i 3 ; .F,_-
R ] et Ji= [K |+t = (99
Lid 2 2

Chsérvese en b Figora | que el plano sparcee dividido en
5 regiones paramétricas en cada una de las cuales e
compartamicnto coalitative  del sistema dindmice  os
diferente. Asi, en laregion (1), los cquilibrios son puntos de
silla, con wariedades estable ¢ inestable asociadas de
dimension 2. De esta manera, si las condiciones iniciales
sitlian & la teavectoria correspondiente sobre ta variedad
estable, se producird un acercamiento hacia el equilileio
En caso contrario. se alejaria de &, Al pasar a la regidn (113,
el comportamiento es el mismao, pero las traveclorias sobre
la variedad estable se acercan en espiral al equilibrio que,
en este caso, os un Joco. En la frontera entre las regiones
(Y (N0} surge una bifurcacion de Hopl, pues |os
autovalores &, 4 atraviesan ¢l eje imaginario pasar de
lodo @ otro de la curva representada con trazo discontinuo,
5i se considera la tasa de descuento social como pardmetre
del sisterna, los valores &y de o para los cuales e cumplen
las condiciones anteriores son candidatos o valores (e
hiturcacion de Hopl, ¥ un ciclo limite se bifurca a partir de
ellos si los awovalores complejos que son imaginarios
puros en . atraviesan el eje imaginario con velocidad no
niela'™, es decir, si:

9 FrEtH " .
ConeliCicn nesesi i pars que ex s an Biircacion de g

- Segin el Teerci de Plopl, Yer Hop {1920 0w iraduceicn ol il
cn Marsden ¢ MeCralien (19700
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u
(AN 21 (1)

dar =
u

Purn  estns valores, o, v sobre la variedad centro, si el
punto fijo pasa de ser estable a inestable rodeado por un
ciclo limite estuble. entonces sc dice que |a hifurcacion es
supereritica y ello queda justificado por el hecho de que
primer cocficiente de Liapunov, £ (&), es negativo. Ahora
hicn, sidicho cocficiente es positivo, entonces un punio de
equilibrio (foco) inestable pasa a ser estable redeado por un
ciclis [imite inestahle, Bs 1o que ovuree al pasar de la region
(10 o la (1) en el grafieo. Se dice en tal caso que la
hifurcacion de Hopf es subucrilica.

Al pasar a la regicn (1) aparece una varicdad inestalle
de dimensian 4, desapareciendo la variedad centro, con lo
que el equilibrio es incstable, La variedad inestable en (1Y)
sigue siendo de dimension 4. 5in embargo, al pasar ¢l punto
o la region (V) Ia variedad inestable es de dimension 3,
surgicndo a su vez una variedad estable de dimensicn L. En
consecuencia, el equilibrio s un punto de silla, En el
origen, o5 decir, para det | =K =1, los autovalores son A -
& dy.=0, con lo cual, sila matriz jacobiana es de range
3, estariamos anle una hifurcacion de |"lkL,l'l"=--BUf?{iﬂl1L‘l'~"|
clie codimension 2,

Lt
s’
det N R R
A fl T.l:-l ke

| it

| : 4
PR R TR | PR lLed, ..'
I T | 1 Hedpatt | ,-'
h md el
o 1
\, oy
"\. : /"( FR ]
B e .
o
o P i
dygg=iAy =l A gy =il =i
it d cBed, o0 Ay A s Red,, =0

Figurd |, Clasificacion de los suovalores de.en (uncion e
det v K

Hemos estudiado ¢l problema de control  anterior
considerando comeo tasa de capluras la funcién byl =
i diie)”, la cual estaria justificada en casos en los gue el stock
inivial estuviese tan levemente explotado que pudieran
considerarse en cada instante las capturas independicnies de
la biomasa, sicndo realista desde luego en siluaciones
corto plazn v en las primeras fases de la E\qﬂmacmn'

Ver Cluckenhemmer | 1993 ] 0 Gl {200
12 3 : 3 i = . g
“ Bl estudio eorien del prublzma de control {63 Grmsdadn eon la funcion
de capruras habetual de Schoeler, revels la presencii del rradicianal gunta
de sille de tos mndelas de :_,_-.nlu;.l g, I aue naplicn que el equilibrio
(inicn | es condicionalments estable

Li existencia de controles dpliimos esth garantizada si
tenemos en cuenta que el indegrando en el funcional a
maximizar s concavo con respecto a la variable de control
{Berkovitz (19741 asi lo establece). Pero las condiciones de
optimalidad del principie del maxime san s6le necesarias
gnicamente puede demosirarse la suliciencia en algunos
casos cxcepeionales. Entonces, lo mas que sabremos es que
gi o solo existe una solucion verificando bas condiciones
necesarias, esla serd la solucidn Gptima; si hay wvarias,
hahlaremos enlonces de “candidatos™ o solucion,

Las condiciones necesarias de optimalidad que se derivan
de la aplicacion del principio del maxime de Pontryagin,
nos Hlevan al siguiente sistema de ecuaciones diferenciuales:

[ " ,
| X = rrt 1 —— | —gf
L
£ o= v
s ( 4 Zrx (bl
I"I.I = r} _II-__ ll'
% Ll
: 1 e U
i = = —— | —

’ 2B

Ll sistema (|1} posee cuatro puntos de equilibeio (I, = ix,
E. .”-'- Wi ,.._,4} Cuvis -;,-;:csrctenmhn vienen dadas poe:

r

|'.'

A= |l % E Fl =y, =0 (12)
2 1| 2 .",l:- qr ]lf.ln'

.Ir rI-\.I. i
; S =t =t (13
X2 [ : — L (137
V2. 4p'w 2 ey
L &) [T
xi=— I-—J,H.-—— — (-7
2 r 24 ygr
g ST i14)
| ur T
o, =pe (F=a" by =0

I. | fid |
e 3 'I_J-Eh Iillll lr
{13}
i cr |L

b=t | (8 iy =0
Lig - ‘q qr

Sobre la existencia de los mismos en un contexto
econdmico, hay que decir que una condicion necesaria y
suliciente para que existan los dos primeros equilibrios cs:

c .
qz— {10]
Lpr
Bl tercero de los cquilibrios oo tiene sentido en el
contexto en ¢l que nos encontrames, pues la coordenada

27T
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correspondiente al  esfuerzo e pepativa. ¥ el coarto
equilibrio Py existe si v ad6lo si;
N I
: ' o T § e £
{-;-a-.r--—-;--L ie,0<82 [
qp L

o r

— =4 L:t?}
qp 1 J

Respecle de la estahilidad de los mismos, se tiene ol
signivnte resultade!.

Teorema. Dados los equilibeios (12), (13} ¥ (15) del
sistema (11), sea J, 1 = 1,24, la matriz jacobiana  del
campo vectorial coreespondiente, evaluada en cada uno de
ellos v K = 8-, 1 = 1,24, con i 1 suma de los menores

' -
i ijr ;

1||| qp L
Eotonees, para cualesquicra valores positivos de los
parimelros del sisterna, sc verifica que;

Ly 1) 81824, entonces K, = 0y dee ), =6
i) 5i < 0, entonces def S, < )

2 et a7

3y Ky=ydeid, =0

diagenales de orden 2 de /. Sea b=

En consecuencia, v segin la clasificacion de la Figura 1,
el equilibric Py es un punto de silla con una variedad estable
asociada de dimension uno, v Py y Py pueden ser sendos
puntos de silla o equilibrios totalmente inestables, o pueden
surgir alrededor de cllos trayectorias cerradas de tipo ciclo
limite para los valores de & que veritiquen:

KY K
det] =| — | 18 — (18]
R 2

¥ bajo las hipétesis del teorema de Hopt,

5 Aplicacion a la Pesqueria de
Chamelea Gallina de la Region
Suratlintica Espaiiola

Los resultados anteriores, deducidos a nivel teorico, han
sido ilustrados empiricamente asignando a los pardmetros
bioldgicos ¥ ccondmicos del modelo (6) las estimaciones
numéricas realizadas parn la pesquerin de moluscos
bivalvos de la Regidn Suratlanticn espafiola, la cual estd
dirigida  fundamentalmente hacia I captura de  chirla
(ehamelea galling), Esta pesqueria ha sido analizada en
profundidad por Garcia Ordaz (1996, 1999), Garcla Ordaz
v Garcia del Hoyo (1998) y Garela del Hoyo et al {20009, a
traves del estudio de una seric especifica de csfuerzo
pesquero ¥ capluras correspondiente a los afos 1961 4
20t A principios de la déeada de los 60 existlan unos
caladeros de chirla apenas explotados, v los datos de

' Wer Vilches (20001
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esficrzo ¥ capturas correspondientes o esos afios conforman
a la funcion hit) = g£60)" como una buena estimacion petri
la tasa instantinen de capturas tomales de la fola, Hemos
elegido, pues, esta etapa para ilustrar empiricamente |os
resultados anteriores,

e han asignado entonces a los pardmelros binlogicos ¥
ccontmicos del problema de confral (6) los  valores
numeéricos de la Tabla 1, estimados en el trabajo de Garcia
del Hovo et al (1998, 20003 v Garcia Ordaz (1999, Los
Aulores estiman estos valores a parlir de la serie de esfuero
Pesquero ¥ capluras para la especie en cuestion, empleando
lécnicas de estimacion bayesianas basadas en el algorivmo
de Gibbs,  May  que  decir que  hemos  realizado
compulaciones con el programa Vensim, v hemos hechn
una calibracion a partic de lo misma seric numérica,
llegande a idénticas estimaciones medianie un proceso de
optimizacion por minimes cuadrados.

Parametro Walor
i 05601460
L g 0,000 1049 i
k S0 Tm
Fal 2o 04E T
o« 7.29€¢din de pesca
Pes VA% harcos”

Tabla 1. Estimaciones paca los purtmetros del modelo. Fuentes:
Crarcta Foelal {1008, 20000, Gareln €, [ 1994),

Tras aplicar ¢l principio del maximo, Hepamos a las
siguientes conclusiones sobre los eslados estacionuries 14
trayectorias del sistema de counciones diferenciales (113,

Drdos & = 0441203, & = 0381547 v las expresiones de

los cquilibrios (123 a (15), se tiene:
1} 5i d = &, el sislema posee un couilibrio inestable en el
punto Py = (488,417 T, 1445 dins de pesca, 0.0) ¥oun
punto de silla en Po = (29511 Tm, 1445 dins de pesea, 007,
En este caso, una idea aproximads de como es el
comporlamiento de las lrayectorias del sistema puede
caservirse en la Fipura 2.

'
E o i
1 .
|
| 1 -
| | Pl
f ]
- i |
e I“' [
N . i S
. i ! T
i S _.-’

Figura 2, Una apraximacion' a lis ravectarias del sistema i 11)
cuando 5
2) 5i 8 = &, los equilibrios anteriores P) v P2 situados en
los mismos niveles de biomasa, esfuerzo v precio sombra,
son sendes puntos de silla con una varicdad  estable

Pue W5 w WS lenotomaos s viriedades  estable e incatills,
respectienmente, del ponte de sitla
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asociada de dimension uno. Ademas existe un tercer
cquilibrio en un punto B tal que:

2001 Para & = 8= 0381347 se silia en los niveles:
Poo= (24531 Tm, 3129 dias de pesea, 12.94€ 0), v los
autovalores Ay. de la matriz Jacobiana asociada son

imaginarios puros, Ademds, i(Rc £ oA =0, con lo

d & .
cual el teorema de Hopl garantiza la existencia de un ciclo
limite hifurcandoese a partiv de &, el coal es inestable pues
se b obtenido un coeficiente de Liapunov, €, (%) = . La
deleceidn numérica del valor de bifurcacidn se ha realizado
can el software Content que, endre otras cosas, permile la
integracian fumeérica de las drbitas del sisiema y ¢l caleulo
del primer cocficiente de Liapunov. En las figuras 3 v 4
puede ohservarse esta deteccion (H) v el ciclo Hmite
emergente,

oLt ",
paglug )
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[ER TR
[l LYiLM (LR EFS e Daiidkn [EERIN DAt

Fipara 2. Deteceidn de la bifurcasian de Elapd (1T
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i
"
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e | o i b
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Figura 4, £l ciclo limite,

Con el misme software se ha realizado la
continuacion del ciclo limite, como puede observarse en la
Figura 5,

skl - e

E—— f L iy
R L L T f bR mRe s ano

Figura 5. Continuacion del ciclo Hmite, Se obserean bifurcaciones
de Neimark-Saker (M5

2.2y Para cada &, -
inestable.

2.3} Para cada & = 4y lo suficientemente proximo a &, v
sabre la variedad centro, el equilibrie P, aparece rodeado
por un ciclo limite inestable. En el mlerior del ciclo, el
equilibrio Py se comporta como un Toco estable, Fuera de la
variedad cenlro, para cada & < &, Py es un punto de silla
con aulovalores complejos asociados, dos con fe 4 = 0y
dos con Re A < (L Una representacidn aproximacda del
comportamiento de las travectorias en un enlorno de &, es
la que se muestra en las figuras 6y 7,

=y Pyoes oun foco completamente

i / "
w

Frgura 6, Uoa aprogimacicn o las rayeetorias del sistema (11)

cusndo &= 8, (F= 80"
35S = 4, entences Pyo= Py v lnomatriz Jacobiana
asocinda posee un aulovalor real simple igual a cero, fo cual
hace pensar en la posibilidad de que exista una bifurcacitn
nedo-silla, transcritica o “pitchfork™, pero un estudio de la
estahilidad de los equilibries a ambos lados de dicho valor
del parametro revela que no es asl, Bste punlo es lo que se
denomina un “branching poim " o punie de ramificacion'”,
en ¢l cual se corlan al menos dos curvas de puntos de
equilibrio del sistema.

" L wituacian representadi en este Figurs voen b sIguente on wineendonmn
de Py, e kygue tiene logar sobne [y variedad centro, Mo sefleg e ningin
momesla el comporiamienio global del siswema

2 Wor Kunetzov (1997, pAS
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7 Conclusiones

La introduccion de unos costes de ajuste en el modelo lineal
die pestion de pesquerias de Schaefer (1957) tiene dos
censecuencias inmediatas: por una parte, la existencia de un
control continug {en contrapesicion a la solucién “hang-
bang” del modelo habitual v por otra, la posibilidad de
soluciones cerradas con comportanmiento oscilatorio de tipo
cicla limite  que  en modelos  de este npo eran
tradicionalmente excluidas en pro de la solucidn habitual
del punto de silla, La existencia de tales soluciones se pone
de manifieslo a través del teorema de bifurcacion de Hopf
en el problema de control estudiadoe. Mo obstante, dichos
ciclos son idestables v aungue sobre I variedad centro, el
eiuilibrie que rodean cs atractivo, conseguir en la realidad
unas condiciones iniciales gue sitben a las travectorias del
sistema sobre 1o variedad es dificil ¥ o aplicacion de tasas
de descuento lan elevadas Lampoco es laclible ¢noun caso
real. Por olra parle. se observa que para lasas bajas
laproximadamente un %), los niveles de biomasa v
esfierzo en  dicho  equilibric se  aproximan a  los
correspondicntes a la sitvacion de maximo rencimiento
sostenthle,  concluvendo que  una politica adecuada
conduciria a las trayeciorias del sistema hacia tal equilibrio
estacionario, | cual en dicha situacion es el habitual punto
de silla de los probiemas de control andlogos.

El estudio del sistema nos ha revelado que existe una
bifurcacion de Takens-Boodanov de codimension 2, En este
cusa,  los  comportamientos el sistema pasan por
trayectorias  clclicas, punos  de  equilibrio estables ¢
inestables ¥ puntos de silla,

o obstante, la bilurcacion de Takens-Boadanoy puede
dar Jugar también 2 la posibilidad de  bifircaciones
hoemoclinicas, las cuales son bifurcaciones plobales, yva que
¢l sistema encontrado en esle caso &5 un sistema
hamiltendano. La bisgqueda de los  lazos de silla la
abordaremos mediante ¢ método de Melnikoy.,
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