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Resumen

B este artiewln i propose wn meevn siodelo de siesorins anoclitivas
Law herranientas mafeadficas del e aodelo incluven des operaciones
Mnarlay dnveviiadngy ex profesn, o operodores  fireran beulizack
arbitrariamente vy lax der primers prafias del alfabeto priege; oy §
L apueran premerliey avociaioar aff ion de doa ppad vocodl wan de el
Puede aperar on dos modog difervinies. Lo operacion o ex snl e i fae e
uprendizate, muentras gue o operacion oo sustenry o la fase de
revuperacion  de  porrones. Las prepledades  elpebraras de b
aperaeipnes o 3 pereiiten gue ko omeevar mesorian acockaovas af
exlibon corucierfiticar simitarey o lay gque son inherentes o fas miemario
arpciotivay wrorfoldpicar  Mearlas, e cwenle o puparidaden e
aprivdizafe v almacenartientn, ipos 3 contidedes de gy a que don
rofustas, p lay condiciones suficientes porg exhibir respieesta perfecta
adiciunalmente, ox precive. enfatizar gue lo denidad aritmética de lay
JRemuly ol aTpeiiinas et meser gue o Genrepondiente o fo
Mrmaktay arociarivas morfoldeioas. Lo radi par fomar oome eeferescia
@ lax menwley asociolivay mogfaligicar pare lp creacidn de lo
memariay aff, conzitte en gque fns autores de far primeras hon o frocd
WP EXfay MERIOINE TUPCRER @R v ageciad o for medelor comecidbag
dr memprias asociarvas harra fos ieicion del rercer milemin

Fulubras clave: Memonn asociativa, operscidn binsris, relacein de onden,
MEMoTiis Bsociativas o, memornas ssociatives morfol fgicas

Abstract

A rew model for aseociative memories i proposed it this popes. The
mathematice! tools uted In s new model, Jnclivde nve binary operators
drsigned specifically for the memories developed here. Thete sperctors
were arbitrarily nared ai the firsy two fetters frone the Greek-alphabet: o
and fl. The new aoeciative memorics fof) are of two Binds and are abfe 1o
aprrale (e hwa Giiorent modes. The operator 6 b welid of the ldoming
phare, and ihe opeérator § v the bois for the pottern recall phare, The
Propernes. within the alpebraic operators o and § allow the afi memories
ter echiluit similar characteristics 10 the omnes fnkerent 10 the Bindry version
af the oerphological asocialie memeries, i the sense off learing
capactty, ipe and amoter of poise agmint whick the wemory i roku,
anid the sufficiens conditions for peciec recall. Marcover, i 01 importand fo
potnt pud that the arithmetic dentity of the proposed memorics i mmaller
than the arithmetic dessity extibited by the morphological enes The s
reason for taking the movphological araocionve mesmories af the reference
Jpoint far the graesis of the proposed oes, cortsi? in that the cuthoars of the
firss pnex hmve already shown that the morpholopica! | arsociarive
MEMAHES are SuReenr in seme aopects fo the kmovwn models of auociarhe
miemnriny, g to e beginngng of the thing milfenten

Keywords: Assoclative memory, binary operation, order relation, off
mssuciatve memores, murphological asspoiative memosnes
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I Introduccion

Bl tema de log memon wsociativas hooestado vigenle,
desde hace vanos lusteos, dentro de algunny drens v
mvestigaeion. Bl propdsito fundamentnl de anie maomoeia
MSOCItIvE e FECUperar correctiniente palrones cornpletos b
partir de patrones de eotradn, los coales pueden estar
alterndos con ruido aditive, sustractive o combammdo: dst
e ln corncteristicn mis  atrctiva de s memoriag
ascClativas, ¥ constitnye un tema abicrto de investigacidn,
Notables investipadores ban abordudo el problemn  de
generar modelos de memonng asociativas { Kobonen, 197
Hopfield, 1982), v han logrado resultndos de importnci
tal, que algunos de los rabajos pioneros se han converido
en auténticos clisicos. La capacidad de uprendiznje v
almacenamiento, |o  eficiencia  en  la  respuesta o
recuperncidn de patrones, b mpidez ¥ 1o inmonidad o
ruido, son topicos de interés entre log investigndares.

La aparicidn, desamallo, aplicaciones v conselidacian de las
menmoniag asociativas morfaldgicns (Riter, Diaz-de-Lean &
Sussner, 1999) marcd un hito en el campo de las memaorias
msociativas, en virud de que superaron en prbcticamente
todos los aspectos de interés a los modeles conocidos,

En este trabajo se presenta un modelo alemaliva a las
memonas @sociativas morfolopicas, basade en la relacian
de orden wsual v en dos operaciones binarias originales
Uamadns @ v [i; la operacion o es Otil cn lo fase de
aprendizaje, misntras gue la operacion [ da sustento a la
fase de recuperacion de patrones. A este nueve modelo se le
ha asignado el nombre de memorias asociativas eff,

Las nuevas memonas asociativas son similares, y en
algunos casos superiores, o las memorias  asociativas
marfologicas en cvanto a capacidad de almacenamiento de
patrones, eficiencia en respuesta e inmunidad. al ruido.

Con fa creacion de las bases matematicas v del modelo
completo de las memorias asociativas af, 5o ha penerndo
un products original de investigacion en la frontera del
conocimiento cientifico, es un producto autdctono que
eventualmente contribuird con su granito dearenn.a avanzar
en el afin de lograr ese noble proposito de aleanzar Lo
mdependencia cientifica v teenoldgica para nueslr pais.
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2 Memorias Asociativas

Por su patumles, of problema imherente al funcionamiento de
lig memoriag asocialivas se escinde en dos fases clammente
distinpuibles;

I, Fase de apreendizade (gencmeion)

2. Fasede recuperacidn (operaeion)

Bl propdsito lundomental de unn memoni aseculiva es recu-
perr patrones completos a partic de patrones de entrda que
pueden estar nltersdos con ruido aditive, sustractivo o combi-
nade, D peuerdo con esta afirmacion, uni enorin ksocingi-
vin ML puede Tormulirse ¢omo un sistema de entrada v saluda,
piben e se esguematizn o continuacion (Hassoun, 1993)

x —[M]—y
Bl padrdnr de entdracde se representn por un vector columna
denotido por x y el prtrdn de salvda, por un vector colusmna
ilenatado por ¥
Cada une de los potrones de entrada formae una eyoriaeidn
eon el comespondiente patrin de sohida. La notacion par una
nfoCinciin o8 (3, )1 en genernl, pare un nomeno enlero posi-
livio f: espectico, In asocincion correspondiente serd (x* y*)
L memonn asocitiva Mose representa mediinle una matnz
cuya eomponente v -ésimn es my; (Palm, Schwenker, Som-
mer & Strey, 19977 e matnz M se penern a partic de un con-
junme findto de asociaciones conocidas de amemano: éste e
el conjunto fundementol de asomaciones, o simplemente
epmguntn fundenrental, Se denots por p la cardinalidad del
conjuite fundamental (2 es un nimero enlero positivo)
Si gt es un indice, el conjuma fundamentasl se representa de la
SIEuIente monera;

{="y*}p=12..p}
A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto
fundamentul, se les lama patrones fundomentoles
Li maturalezs del conjunto fundamental proporcions un un-
portanie criterio purn clasificer las memonas asociatvas. 3i
se cumple que x* = y* ¥u = [L.2...,p}, se dice que
la memoria es cufoasooiatien; de otro modo, la memona
s heferonsocretiva {Kobonen, 1972} Es ewidente que para
ung memona heteroasocialiva se cumple lo sipuieante: Jp =
{1:2,...,p} pora el gue x* # y¥.
Es posible que los patrones fundamentales scan alteradis con
diferentes tipos de ruido, Para diferenciar un patron alterado
del carrespondiente patrén fundamental, usarcmaos 1a tilde en
ta parte superion; ast, ol patrdm %* es una version alierada del
patrén fundamental 2%, v el upo de alteraciin gue repressnta
¥ so evidenciara en el contexto especifice donde se use.
Siul presentarle a la memoria M un patron alterade X— co-
mo ertirada (w & {1, 2, ... p}) M responde con el conespan-
diente patron fundamental de salida 3=, $e dice que la recu-
peraciin es per feeted,
S especifican dos conjumos A v B las componenetes de

los vectores columna que representan a los patrones, lanto «c
entmacds como de salida, seran elementos del conjunte A, ¥
las entradas de la matriz M seran elementos del conjunto 5,
Sean e n ndmeros enteros positivos, se denots por w Lo di-
mensidn de los patrones de entmda, ¥ por e G dimension de
los patrones de salida,
Cada vector colummnn gue mepresenta o un pateon de entradn
tiene o componetites ciyvos valores pertenecen al conpunte A,
y cada vector columna que representa noun patron de salida
posee mcomponentes cuyos valotes pertenccen al conjunio
A Es decir

e Ayt e A"V E (1900 1)
La j-ésumi componente de un vector columnd se indica con b
mismi letra del vector, pero sin oegrilla, colocando o comao
subindice (7 € {1.2,.. o n}oj e (1,2 . m} segin cofres-
ponda). La j-édimn componente de un veetor calumng x ge
represenil e

.r";

Al usar el superindice ¢ pari indicar e transpuesto de un vee-
tor, se ohtiencn lis siguientes expresiones o los veéclones
columnn gque representan 4 los patropes fundomentules de en-
trada y de salida, respectivamente:

i
IEJL
H
t e -
= I:.I‘T.:!‘.i:. k] = £ A"

w
iy

TR

- g
<o Wi i= A

¥ = (s
[T

Problema gensral de lns memonas asocialivis
|. Fasede aprendizsje. Encontrar los operndores adecusdos

v una manera de generar una matriz M que almacene las
p asociaciones del conjunto fundamental

(e 9) (3 o 0,37}
Jdonde x* = A"y ¥ e AT ¥Wr e {18 .0k
S Fp = {1.2.0p) ral que x* £ y¥, la memoria serd
heteransociativa; stm = ny x* = y*¥Yp e {1.2, ..ph
la memonia serd auteasorintivn,

[k

Fase de recuperaciin, Hallar los operadores adecuados i
las condiciones suficicntés para obtener ¢l patron funda-
mental de salida ¥*, cuando se opera lnmemorna M con
el patron fundamentsl de entrada x*; lo anterior para to-
dos los elementos del conjunto fundamental v paraambos
modes: autoasociative ¥ heteroasociativa. Exhibir v car-
acterizar, ademds, ¢l ruido que puede soportar |2 memoria
en el patron de entrada 2, para entregar coma salida y>.

il
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3 Herramientas Matema:iticas

Esta seccion consta de tres partes. En la primera se presentan
Ing doys operaciones binarias originales o v 4, las cuales sir-
ven de base para construir cuntro operaciones malriciales, que
son presemtados en 1o sepomdn parte; finnlmente, en la tercera
pare se enfatiza el papel gue juegan las relaciones de orden en
esle trabugo, nl defimir los diferentes tipos de rundo que pueden
alterar un patrdn hinaro dado,

3.1 Operaciones Binarias o v 1

Los conjuntos A y 1 se definen as

A={k1] ¥ B=[0123)

La operscidm binora o 0 A = A — B estd definuda en Ia
siguiente tnbla; B

r oy | ol |

[ 1

il I (1]

o 3 I

1)1 !

Laaperacidn binnris e exhibe algunas propiedades algebraicas,
expuesing o continuicion, donde ' es el operador meacimo y
N es el operndor minfino;

almei=]

== ) — ol pl < oy, x)
e = y) — |
(r < ) = [alz,3) = alz.p)]
CAIEATATE

iy, )
o ([l Aowd,

i 2] = afx, =) Aaly, =)
La operacion binaria & 1 B x A — A esta definida en 1o
sipmente tabla;

alie.z) < aly, z) |

z| = alr, z)

| | Sl
T 1]
01 (]
1|0 ]
B T |
210 1

2 L 1 |

Fropiedades alpebracas de 1a operacion binana 5:
BT = i
Hr,rl=r%¥re A
{z < v) = [Blz.2) < Bly.=)

(xr=y)—|8iz.7) < 3(z.y)|
eV ylizl=8z. )V y.2)
Ailx f"‘.lyil 2= e =) ANAn2)

iz V=]
FelyAz) =
Propiedodes de la aplicacion combinada de ambas operaciones
ay

SlxV 8z =)
Al v\ 8Lz =)

32

Aloir,w),y] =1
I—,. [T B B =T |

L& oyl =
ST

=¥
Lo antenor significa que f es fa mversa de e por ln derecho v
por |z rzquierda.

Los conjuntos A y 8, las operciones o v 4 junto con los
operadores A (minimo) v W (mdxime) usunles, contormn el
sistema algebraeo | A B o0 2 AW en el que estin inmer-
say lag nuevils memorios asocttivig e

3.2 Operaciones Matriciales Ul i, U

r fr
i
y i,
Se definen Ins sipuicntes cultro opericiones ontre malrices;
I Operacion omeex: P Wy G |,.";: | R (1T

r

l‘lv'( Cel gt

4

&
I

X 2
L Operacion Foar: Fyop W 0y, = |I:.| L lisnle

|llr- T
¥

. ‘ly,l’ ..-|'|:|l||k,|1|lk.| l|

_|F 1]

3. Operncidn aenint Py op Gy fo oy = !.h',:',i — elusachs
2

.'ll'l"l - J'A'l .-x|_.|.lul,,r|f.n_-_|.}
T |

fu! I

4. Operacion Jmin: Puay My Qrn = i |
M

el
=n

d i
W= A\ Bpicaug)

£ es un entero positivo que puede lomar valores entee |y v

inclusive.

Obsérvese la dualidad entre los pares de opemciones W, i,

por un lado, ¥ entre Wa v fg por el ateo,

Restncoiones:

& MNinguna de las cuatro operaciones estd definida s 24, &
tales quegy; = &

= Lasoperaciones U, v, noesidn definidassi 35 3, & tales
que p.=2oge =2,

Estas restricciones aparentan ser causa de potenciales proble-
mas que podrisn aparecer al usar las operaciones anteriores:
sin embarge, las nuevas memorias asocialivas cstan disefiadns
de modo que nunca ocurra algin caso prohibida,

Lema 1. Sean x = A", y & A™; entonces y W, %' es unn

matnz de dimensiones i .y ademis se cumple que: ¥,
r ] f

X' =¥ My x".

El simbolo & representard a 1as dos operaciones W, v i,
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cuando se opere un vecior columna de dimension mocon un
veetor filn de dimension 1

yulyxt =y Bx" =y R, x
L 17-dsima componente de la matrz ¥ 5 x" estd dada por
yEx]

=y .x5)

W

s deeir, Ta i j-ésima componente de la matre y* (x4 se
exprest de ln simnenie manern:

!__"r"h [ {x I'] = afyt' z)
L iy :

Lema 2. 5ean x £ A" v P ouna mninz de dimensones m =,
L operacidm Py q U % da como resuliado un vector colum-
mi e dimension wi, cuvi a-esima componenie tiene s si-
Hllll-'l“ﬂ fiarmmi ':pul wrr My x.:'1 IIlnl'lr;l.—.-l HI.J"II' Li!

Lema 3. Sean x © A"y P unh mowiz de dimensiones mox .
Lo operncion P L, fie % do como resultado un vector colum-
i e dimension m, Cuyi r-osime componente tene b si-

; : )
guiente formi: (P Mg X), = Ajay 3. 15)

3.3 Relaciones de Orden y Tipos de
Ruido

L relucitn de orden usunl tiene smportancis central @l definr
pperslivamente Jos Lipos de noido que s posible encomnr en
los patrones de eptrada, ¥ en el papel que juegan los oper-
ndores oy A en 1o genermcion y operncion de lus memonas
.

A coninuacion  se cnuncinn alpunos conceptos respecio de
It relaeion de orden eptre matrices, considerando a los vec-
tores columna come casos particulares (Moore, 1968, Rosen,
1995), Las componentes de matrices y veclores serin elemen-
fos e uno de los conjuntos A4 o 57,

El mhximo de dos matrices Py () ef olma matniz A gue se
teprasenta por M = P\ €2, y cuya{j-ésima cntrada se define
COME Wy = oy Wty

El minime de dos matrices [ v J es oma matriz NV que se
representa por & = F A (2, y cuva 1j-6sima cnirada se define
eoma Ny = fy M gi-

La notacidn [+ < ) indica que Ja matriz P es menor o igual
gue T fratriz ), v esto se cumple s ¥ s0lo s gy = g, FIVD

P < indicd que la maotriz P es esttictlaments menor gue
la matriz (). ¥ esto se cumple si v solo sip, S g, FI95 Y
Jiy, i Ledes que g g < 3

Las snleriores consideraciones tenen relevancia en el contex-
to de este trabajo, al considerar los diferentes tipes de rudo
gue pueden distorsionar un patedn de entrada dado.

Sean dos vectores columna x' & A" v x% & A" se dice
que x' es menor o jgual a x% 5y sdlo s cada unn de las
companentes del vector x! es menor ¢ igoal a la correspon-
diente componente en el vector x°. Esto se exprosa nai:

1 3 P S e {7 S .
2l € el <a¥ie {12, n)

Sean dos vectores columnn x! £ A" y &F £ A" sp dheo
que x' es menor a % sy solo sic cada una de s compo-
nentes del vector x! es menor o lgual a ly correspondien-
te componente en ¢l vector x¥, v exisle ol menos un valor
i e [1.2, . on) par el cual se cumple I desigunldad estric-
ui Sumbolicamente, esto se expresindl

{ 4 wt <atvie (1,2 ..,n)

%' oo X7 e—s ! L
y g e [, 2, .. on}wlquer; < ..l:f"

Parn el caso de dos vectores columma y ! y y’ (jue perlenecen
al comunto A™ lus defimewnes anterinres siguen siendo vil-
telis
}J s !I"I'I —t 'JJI b Hr"’-""f 0 R R [

" GO { W Suivie {12 ...om) |

¥y | v 3fp e {12, .. m} ol queyt < p? J
L= I Han
Ahora, sea x & A" un patedn fundnmental de enteadn para
urs memoria ssociativa afl Bl patedn & puede ser nlerado,
para dar lugar 2 un vector 3, por res Hpos de rido:

1. Ruido adisive, si x < % Esto significa que todos [os posi-
bles cambios en los valores de los coordenmdiy de x pae
obtener X consisten en colocar un valor | donie habin un
valor 0; es decir, la inica posibilidad de combio en las co-
ordenadas de % ge maduee e 3 00& {1, 2 000) para el
quer, =0y 7, = 1, pemnoexiste § 2 (1,2, .., 0] poara
elgquesr, = 1y %, =0 Ademds: % < X —x, < Iy,
wie [1,2,.. n)

[ )

Rudo susmacriva, 51 x = %, Fato significa que todos Los
posibles cambios en los valores de las coordenadas de x
para obtener % consisten en colocar un vilor O donde bkl
un walor |; es decir, la anica posibilidad de cambio en las
coordenaudas de x e raduee en: 3¢ £ (1,2, ... n} para
elque m = 1y T; = 0, pero ne exigte § € {1.2,.. 0]
parael quez; =0y T, = L Ademds: % = X —y 2 Ty
wie {1, 2:..n}

bt

Ruido combingdo o mezclado, si¢l ruido es una mezcla
die aditivo con sustractive, En esle caso no es posible es-
tablecer unt orden entre el patrdn limpio v el ruidoso, dado
gue log valores podrin ser cambiadas aleatoriamente, sin
respetar necesariamente las replas de log items | v 2,

Si el rurdo es de 0%, es claro que x = X
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4 Las Memorias Asociativas o/

En estn secoion scoprescnta ln obtencion, justificacion tedri-
ivies basadas en las

co ¥ uso de las nucves memorias asociat
operaciones binnrias originales o v 3§

4.1 Memorias Heteroasociativas o7

Se proponen dos tipos de memorias heleroasoctativas o0 tHpo
Vow tipo A se desarrollarin s6lo las de bpo W yva que las
propedodis de lns memonas tpo A se obtienen por dualidad

Se vwsard el operndor B el cunl tiene ln siguiente forma, pam
{12 vmYyie [1,2,..,mn

los inidices 2, ..up) i E 1,2,

& i d

yio = ix"]

Fase de aprendienje.
PASO 1 PPuro coda (8 REH,
(3!, y" ) se construve I mntriz

de la parepn

wh [ (x" -'] ()

PASO 2  Seuphen ¢l operador binario sudcimae \/ a las ma-
inees obtendes en el phso 1

L ‘%.f el O N Ea (2
T
La entrpda v7-ésima estd dada por In sigwiente expresidn
-
iy 'Il'q..': "_- '._;I
s i
Es posible observar que »; € B, Wi & {1, 2 mp V) E

{12, .m}
]

Fase de recuperacian.

CASO 1: Patrén fundamental
con w £ {1, 2, ... p) 8 lo memona heteroasecativa ad upo
V v se realiza la operacion 742

Se presents wn paron ;.

Vs x- (4

Dado que las dimensiones de lematnz V sopmxn y X7 2sun
vector columna de dimension n, ¢l resultado de la operacion
anterior debe sér un veolor columna d2 dimensidn i, cuya
1-B51Md componenle e

IV migss), = -"ﬁ"u, + ] (TR v (5)
=1
[V g == = f'r'-.l { "'.'.I."I aly; I s (6

L

CASOD 2: Patron alterado  Se presenta un patron binario
* | patron alterdo de .'|.||._r_|L11| pateon fumadlarmental %) que-ea un
wector colurrma de dumension o, a lo memorin heleroasoeinti-
wa e Hpo Vo e renliza 1 operacidn g

oy x

El resultado de [0 operncion anterior a8 un vecten columig

5
[

de dirmensidn ey, cuvd e compoienie se expresn de 1
Siguienle munnen

H'Il\-'“"-.'-".-:

{1V ma x), 1

, (VMg ),
i

Lemua 4, Sea [(xd, v | n Lol b el cenpunte Tin-
damental de unia memaori heteronsocinliva od) representadn
por W, 51 @ oes oun valor orbiiren de andice Anl guoe wo
(L2, p)entonces V g & == ™,

Demaostraclon.- Sea s = [1, 2, o} oebitearin, Lood-Gging
componante del vectar ¥ Ay x se expresa osi;
"

i A
J'ﬁ". ey

(Vg %),

=1
peta
il
por ello:
LI |
(VEzx") = ;'h‘n =) t i-l"nl.f -:rl;.';:",_r_fl_‘ ‘ il
=1 L= J

Por otro lado, por hipotesis w0 & 1,2, .., p}, v esto significa
que:

il

v (R o B e e

Se realize la operacion binana 3, eligiendo log dos migmbros
ile esta desizualdad como operandos izquicrdos, v &% coma
operando derecho en ambos cases. Dado que & es creciente
izquicrda, s¢ Hene,

\/ atul |
Li=1 .

1hos miembros respecto del indice

_— oo, _ql
_nlrr,_,l_ R

Al tomar el minimo de an
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Por transitividad Je Ta desipualdad anterior

n
1V g x"']l = }"’1,1 i ;'u[:l,l:".:;'].:':'-
a=1
Ademis:
& ol 23 b 2] = o
eab s

n
[V i x"":lr II|f.'l,L u
it

Peri

Lil

N =yt
=]
porgue 5 no depende de j, es decir

[V 1 x™ ) = ur

Doy e v se escopd de manera arbirana, se pucde afirmiar
que T expresion anterior ¢s vilhida para todos los valores de o,
s decin

(Wi ™) = g e (1,20..,m)
[far o tario
V img x>y Conclusian,

En vietud de gque el valor w es arbitmtrio dentro del conjun-
Lo de indices parn los patrones del conjunto fundamental, este
Lema dejn en elare que Ja desipoaldad se cumple pary todks
Ins parejos de patrones que son elementos del conjunto funda-
mental, s imponer condicion al e,

|

Teerema 1. Sea {(x*.v") | p = 1.2,...p} ¢l conjumo
[undamental de unn memorna heteroasocaativi oF Tepresen-
tada por V., 51 w es un valor de Indice arbitrario tal que =
{1,200 p}, y si ademis para cada § & {1, .. m} s& cumple
gue =i = Jp & (1, ...n); el cual depende de w v de i, tal
gue gy, = oyt g ) entonees o recuperacion V g X es

] /i
perfecta; es decir W oig 1 = ¥,

Pemostracion.- Seat = {1.2....,m} arbitrania. La i-ésima
componente del vector VW tilg ® se express asi:

n
(Wilg ), = A\ S(w,,, 2%
=1
pera al misme tiempao, al hacer 7 = §y, se cumple fa siguiente
n
destpualdad: ;'\L] Bl 27 ) £ Hwg,T oy por ransitivi-
g
dad sc Hega a:
[V g x™), < Bt )
Ademas. por hipotesis vz, = adyl. z4 |, esdeair
(Vi %), = 8 [alul’.25) 53]
Ademas, se tiene

() T B
b [rl.}y. ‘I_'.;n-:":r':._ =y

pot o que b desigualdad anterior queds nsi;

(Vg X} < gy

o
Dado que ¢ se escogio de mancra arbitraria, se puede afirma

yue fa expresion anterior eq vilida pan todos los valores de +,
por lo gue;

(Vg ™, <3’ WiE [1,2..,m}

L expresidn anterior se trindoce en lo siguiente desipualdng
vectonal:

Vomiy x™ <
Pero al cumplirse ln hipdtesis del Lema 4, se tiene la desigunl-
dad en el otro sentido

aad

Wi ™ 2=y
Por lo tante, se lega o lo recuperseion perfecta del potrin ¥

Vg x~ =y Conelusitn.

Teorema 2 (forma equivalente matricial del Teorema 1)
S para cada asocuctdn (= ¥ ) del conjunto fundmmental
de unn memorta heteroasocimva o 'V, se cumple et cinidi
fila de la matriz WV = % 5 ()" contiene unn entrada cero,
entonces o memorin V orecupam el canjunto de pteanes de
saludn fundamentales en forow perlectn.

Demostracion.- Dado que | tesis ¢s ipual, es sulicients en-
conirar un enunciado que sen [dgicamente equivilente o la
hipdtesis del Teorema |-
Comie wres un valor de indice arbitrario tl quew < {1, 2, .0},
la hipdtesis se pueds expresar asi;

Yo € [L2o..phyendaie {1, m),

- il

o € (Lioan} alque s, = aiy? as )

Pero Jas siguientes expresiones son validas;

alyy zh) = [y B (=]

: i

Hign = [ng_;,
por ello; la expresidn:

= oiw} 27,)

Tt

4y

in

£s pquivalente a
[Vige = [ @ Y]

que & su vez se puede tansformar en

iy

T o i E o
Vi, = [y Bix ,]w 0
¥ finalmente en li expresion
[V—y""E(x*:!-. =1
Lagi

Por lo anterior podemos obtener una expresion |Gzicamente
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eguivalente a la hipotesis del Teorema
Vi {1.2 ..} weudaa e {1,
V -y @ (x)]

I dia

'”]'.-

m

=1

M

Ain {1, oom} 1al que

La iltima expresidn se pucde enuncisr del sigmente modo
equivalentie: para todas las ssocimciones del conjunto funda-
mentul de ln memorii 11:1¢rn1hncmm'n afl V. se cumple que
eacn fils de la matriz V — v 38 {x*)' contiene unn entrada
cerg,

|

Fa egado el momento de mncar un problema trascendental
en el temu de las memoenios asocimvay: encontrar lis condi-
ciones suficfentes par Que una memona isociativa (en cile
casn para ln memona heteroasocintiva o tips V) recupere
patrones de salida fundamentales o partir de patrones de entra-
da distorsionndos con rndo, es decir, patrones de entreda no
fundamentnles. Dentro de esas condiciones suficientes debe
incluirse ln camidad y los tipos de ruido a los gue la memoria
e mmune: nditivo o sestrncivo

Lema 5, Sea {(x¥, ") | p = L2, ....p} el canjunto fun-
damental de g memorta heteroasocitiva o representads
por W, y sea ¥ € A" un patrdn alterado que s presenta 3
e memona 'V ocomo entrudn. Si 3w € 1,2, ., p) tal que o
posible obtener el patron % alterando el paron fundamental
x* con rwdo pditvo, entonces V e % > v-

Demosiracion.- Sea s & {12, m} arbitrata. La s-csima
componente del vector V 5 X s expross ast:

j\ Aliers. E5)

1=1

(M iRy x) = {11
Por otro lade, por lapdiesis ¥ es una wlleracian con ruido adi-
tivo del patrdn fundamemal 3, v se tiene x~ < X% © 83 decic
x =¥, locual implica gue

o=y, Viell2

& LT}

Se realizn la operucion binara 3, elipiendo los dos muembros
de esta desipualdad como operandos derechos, v o la 1j-Ssima
companante 1 de V como eperando fzpsierdo en ambaos ca-
sos. Diado que 5 es creciente por la derecha, se ncne;

Sl o%) wie {L2. . n])

Plegy Es) =
Al tomiar ¢l minimo de amb::-.-: miembros respecto del indice
by

/A\"""” - ,'ll."'; b= [ =g

Por Tmnsltmdud de fa :jl:‘\][_'h:]-]dﬂﬂ anterior con la expresion
11)-

n

(Vi) =

I

Pero

A B LT (M
Sz 5] = (W Mg x 3
1=L
eslo e
LV Tl X,

Ademdbs, por Lema 4

L T

(W iy %, = e
v por transitividid con |nexpresion mnlenor:
(W il :{:I =
Baddo gue 1 se escogio de manera arbiter, se pusde ilinmar

que L expresion anterior es vilida par wdos los vidores de ¢,
ey decir:

TV ilgxh, = Wie L2, om)

For lo taenlo:
Vil x = Canelusidn,
[ |

Teorema 3. Sea { (=" 9" o= 102 b el conjunte Tune
damental de unn memoria heteronsocintv o representadn
por Vioysen & A" un patedn allerado con ruido nditivo re-
specto de algdn pairon fundamenial x* conw ¢ {1,2, .., p).
Siose presenta % o la memonn Vocomo entada, vosi ndemis
para coada ¢ € (1,0} ose comple L condicion de que 5y =
Jn = [Load, el cunl depende de w y de ¢ 1al CUE By,

alyy Iy, entonces ln recupernchn ¥ iy % ey perlecty oy
decir V ity X = y™

Demostracian- Sea s = {12 o) orbiteena, Las-dsima
componente del veetor Vi X Se exprasad nsi-

l»h‘.' Wy |_;-|-r_||

1=1

'T||R

ero il masmo hempo, al hacer o= diose curmple laadesieaal-
of H
dad:

¥ por trpsitividad se llega ac

(¥ a X), RN
Por atro [ado, por hipotesis e, < ofwt, T4,00 se realiza la
operacion bingria 3, eligicndo o8 dos miembros de esta ide-
siguatdad como opemndos izquisrdos, ¥ 7, come’ operan-
der derecho en ambos cases. Dado gue [ es creciente por la
izquierda [propiedad 53 de la Tabla 3.4), se tiene:

< Vi Ty

= -'.J[p{.lll * E.‘fu H

= 3] ”'I"-'IJ - -_‘.‘u: 'ﬂ_lul

E s T
Por transitividad de esta desipualdad con laexpresion 117

L 7 S e e o el .
Ve ), = 2w 5,007,

Ademis
T odss s Fy LT =0l
B510 5

[V iils %), < 1
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Drndo que ¢ se escopmio de mancra arbitrana, se pueds afirmar
que esta expresion es valida para todos los valores de «, por lo
e
(Vmgx), <u vie{l.2...m}
Ll expresion se iraduce en lo sigwente desigualdad vecton-
wl:
Vg x =y

Par lo o, aplicando el Lema 5, se lega a la recuperacion
perfeein del patron ¥,

Vialgx =y*  Conclusion.

El Lema 5 y el Teorema 3 mdican que lis memonas het-
eronsaciativis o tpo ¥V tenen ciena immumdad al rodo adi-
livo, y espectfican las condiciones que deben cumplirse para
fue b respuestn sen perfecta en presencia de ruido aditivo,

Die drmedimto surpge una imtermogante: Jqué pasa con ol muido
sustmetivo, Lod memanas o tpo Vson sensibles o nndo
susimetive; una peguena cantidad de rudo sustractivo puede

tener electos no deseados en by operncion de este tipo de memo-

riay, log cunles sen corpelerizados por el Teorema sigmente:

Teorema 4. Sen {2, %7) | p = L2, p} el conjunto
lundpmenial de ung memoria heleroasociativie of represen-
tada por V, vy sen x £ A" un patrdn alterado con ruido sug-
tenetivo respecto de algin petron fundamental = con w €
(1,24, ....p}. Al presentar x o-la memona Vo como entrads se
cumple fo siguiente; para cada jp € {1, ... n} tal que =5, haya
aidg alterndo parn oblener 75, 5 g £ {1 ..., m} para el gue
Yoo = | entences (Mg X), =1,

Demostracion.- Sea % unn version distorsionads con ruido
sustroctives del patrdn fundamental x=; ¢s decin X < x-, lo
cual implica que #; < =% € {1,2.....n}. Dependiendo
del porcentaje de ruido sustractive con que se ha allerado 3,
puede haber mas de un valor de 7, hasta ¢l mimero de bits con
vator 1 en x™, para los quese cumple la desigualdad estricta
T < Y
Set jo € {Vi..on) un indice para el que se¢ cumple la de-
slpualdid estricta: Ty, < 25 e decin debe cumplirse que
By =0y =1 Lo expresion pam la componente 1 del
vector recuperado es
i
(Vs ). = f\. Bivi.1,]

=]
Reescribamos la expresion anterior para tomar €0 cusnta ex-
pliciameme el valor de ji:

A\

T
||""l.:;=: -"'il"'u-“'.-:I :
s

IV x), = .
|."'|'|j.l=_. o1 P (Fge Tyl

BV, 7

Es decir:
o Bleg. )|
[Fleg. 0],
[ Ay B0z )]
Por hipatesis, Jip = {1....m} parn el que :f,:“J”I = |, Ann-
licemos este caso criticn:

A

(Vs %), =\

[N Bt )] |
[ 1]
|ﬁ'.lrl= Jigek b -'.il: rI|-||..'I '-';I_I }|
N g )

A 201, 0)].
|l'|ﬂ|'ljlI =it == | 'HI-“"I.I" j.'-..'] |

Paro S01.07 = (0, por lo que la expresion anterion se teansbon-
il en;

(ViaR), =

(V @y %),

Il"""-j_ll B j‘ ,
(Virax), = A 0,

Por lo tanto:

(Virgx), =0
[ |
Nata impartanie: Sin embango, dado ¢l g del Tearema 4, s
v, # LW E (L), entonees el ruido susteoctivo en
la compuonente ¥, no afecta la posible recuperacion perlecty
del patron ¥y~ Esto significa que la memorias o lipo 'V son
capaces de soportar clerias cantidades de rusdo sustractivo,

Las memonas heleronsociativas ad tpo A se desarrollan por
dualidad, paruendo de los resultados obtenidos parn lns memeo-
rias heteroasootivas o tpe Y, Para ello; se realizan log
sigufentes cambios:

s Donde hava un operador \/ colocar un
* Duonde haya un operador A eolocar un \/

# LUsar el operador Wy en lugar del operador My

Mientras que las meamorias hetervasociativas v tpe W lienen
cierta mmunidad al nuido aditive v son sensitivas a mido sus-
tractive, con Jas memonas heteroasociativas o tipo A sucede
precisamente fo contmno: son inmunes a cierta cantidad de
rutdo sustractivo, pero sensitivas o rndo aditivo, Una pequens
cantidad de rudo aditive poegde tener efectos no deseados en
la operacion de este tHpo de memorias o3; sin ombargo, lag
memonias ad upo A son capaces de sopordar cierlng canbi-
daites de rivido aditive.

T
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v

4.2 Memorias Autoasociativas o1

Sin una memosin heteropsocintiva se le impone by condicion
de gue ¥* = x ¥ € {1,2....,p} entonees deja de ser het-
crongecintivie y ahora sc le denoming memona arfoasocietiv

A continuacidn se enlistan algunas cameteristicas de lns memo-

s auloasoeiativis o
. El comjunto Nidamental wma b fomoa (=" %" | 0 =
L 2iiia ]

A Los patrones Tunduimentnles de entradn v de salida son de
L makim dlimension: denotémaoesia por o

3 Lavmemonia es unn mitriz cusdrda, pam anibos tpos, V
y ST E A emtenees Vo =i, L yA =14

" T

AL dpua) como se hizgo parn lis memorine heteronsocintivas,
s desarrollurin g010 lns memoriis autonsocinlivas o9 de lipa
Vo oya gue Dns propiedudes de las memonas bpo A se oblienen
o e,

Fuse de aprendizaje.
PASO 1

[ %)

T cacla o 1.2,..
st constrye o matrie

0 nopartie de 1o parega

|3-'." EJ;N-"|'| (12}

PASC 2 Seaplics el operador binano mdvimo 3/ a los ma-
trices uhenidong en el poso 1

M
v=\/ [xem (x| (13)
=1 E
Lo entracly iy-£aima de s memons estd dada nsi
"
Iy = v |'J|.|":‘.J'I:I i (14}
w=1
Selieneque ;€ Bovi e (L n) vy e {12 n)

Fase de recuperacion.

CASO 1: Patron fundamental  Sepresentoun pairin x-,
conw € 41,2, ., p). a la memona aulpasccoativa o tipo ¥V

y se realiza la operacion iy -
o (13)

El resuftada de la operacidn anterior serd un vector columns

ife dimension =,
4
',l'.'\ [ AR ToTee

=1

(Vimax)l, = (16)

" m.,—,-:x*';-1 ;\4 "l:f .|.-;:r'.'.:r_'T‘_,'j 2 _:}\ 17

CASO 2: Patrén alterado Se presenta un patron binano
* que es un veolor columng de dimension n, & |l memona

2=1 Lpe=1

I

autgasociativa oo upo Vv se renliza L opethoion mg
Vg x {18}
Algua! gue en el cazo |, el resultodo de fa operacidn anterior

gx un vector columna de dimension r, Cuva -2sima compe-
nenle seexpresi de la Sigaienle maner

Ilr‘\ Mgyl

="}

I¥YEgx) = fllll'».l ’\.\‘H’u[r':l...l::ll T ]
et froey

'\F":ﬂx-. -

]

Lema 6. Una remors auteasociativie e 0 ipe ¥ Dene anici-
mente unos en su diagonal prineipal

Demastracidn.- La o j=esiom enteadi de umn me s autenso.

ehtivi ou ipo Voestd dida por
n

\ el et

g

Lo entredus de I dmgonol piocipal se obtienen de Iy expre-
sion anteétior, haciendo H
Loy (2
Pero se liene que
et _.--: Je=ni]
peir lo gue Inexpreswan 21 se ransforme en
(4]
\lllr"il'l =1, W [1.8 00

=

Vy =

Tearema 5. Ung memoria autossociativa o0 ape Vo recu-
pera de manern perfecta el conjunte fundamental completo;
ademis, tiene mixima capacidad de pprendizaje

Demastracion.- Seaw < (1.2, .., p} arbilruno. De acuerdo
con el Lema &, poracade 1 £ {1, .. 0} escopula arbrana-
mienta
¥kt (k)

g = 1 =l )
Ezdecir, para 1 £ {1,... .} escopida arbitraciaments, Jiq =
v = {l....,n} que cumple con:
Lt
;|.|.-I

Por lo tanto, de acuerdo con ¢l Teorema 2;

W=l e

RTl]

VagxY =x~, Ve fl2:

T

Esto significa que la memoria autoaseciativa ol tipe 'V recu-
pers de manera perfectn 2l conjunte fundamental complels,
Ademas, en la demostracion de este Teorema. en ningdn mo-
mento aparece restniccian algunn sobre p. que es la cardinali-
el be] conjunto fundamental; esto quicre decir gue el conjun-
o fundamental pueds crecer tanto comao se quienl La conse-
cuene directy 25 gue el nimeno de pateones gua paede apren-
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der unn memenn anloasocialiva aF Hpe V. con recupemacion
perlectn, es miaxime,

Tearema 6. Sed {ix". 2" | p= 1.2, . p} el conjunto fun-
etmental de v memorm sulossociativa oF Topresentadas por
W,ovsen % 2 AY un patron allerndo con mndo aditive re-
speelo de alin priedn Amdamental ®= conw & {12, ... p}
S1se present % 0l memona Vocomo entrada, v st ademis
parncadn £ € {1, ... %] se cumple ln condicidn de que 35 =
i € {1 .on), el cunl depende de w v de o tal que #;,
e[ty iy, ) entonees In recuperacion 'V s X es perfecta; ex
decir Wity % = x*.

Dermostracion.- Por npolesis se tene que ¥ = x* ¥ &
{13 ) v por consiguiente, m = n Al establecer ests
dos condiciones en el Teoremu <, se obtiene el resultndo: Vi,
w Lt
e B el

El Teoremn & confivmi que 1o memoas aulonsocustivas o
Hpo WV oson mmunes a clerty cantidad de rndo admvo,

Dude un o & {1, n) conlquiers, consideremos las rela-
citpes gue Ty entee los valores de =7 v las coordenadas del
vieelor o, con el finnde analizar brevemente cads uno de los ca-
son postbles en ln fase de recupemotn. Segun la lupdtess del
Tewremn 6 In recupemeidn del valor £ se parantiza siempre y
cuando pirn este valor ¢ se puedn encontrar un gy £ {1 ... 1)
que cumpln con ln desiponldad alxry, T, ). Existen
ilisg cagos pogibles para el valor de =
1. Six¥ =1, es suficente que algune de las entradas del pe-
ron X ses cern, part garantizar [n recuperacion del valor
| Meamos: sioexiste fy € {1.... . n) parsel cual 7, =
[l eptoneces, de acuerdo con 1o Tabla 3.1, alsy, z,)) =
a1, (1} = 2y esto gignifica gue 1, < ol I, ). porque
el maximo valor posible para vy, o5 precisamente 2, segin
la miasma Tabla,

2. Este caso es mds resteictivo. 81 x5 = (0, no basta con en-
contr wnd entrada cero en el patron 3. Al hallar el valor
dedp € {1,....m} para el cual ¥y, = 0, =& debe pedir
como condicion adicional que 1, = L porgue (s2gin
Tabla 3.7) ol £, ] = al0,0] = 1 ¥ esto significa que
la desigualdad tv,; = aizf I; ) se da siempre v cuan-
dov-aryy, £ 2.5 se llegase a tener carencia de ceros en las
coordenadas del patrdn X, la condivién para recuperar
valor de &, al teper T, = 1. s mas fuerte: »y;, = 0,
porgue. ol 1) = (kL

Las memorias auloasociatias o tpo A se desmmollan por
dualidnd, partiende de los resultados oblendos pera las memie-
rips avinasociptivas o fipo V) para ello, se realizan cambios
similares a los que se mdicaron para las memonas heleroaso-
ciotivas. Tambien, mientras gue las memones awloasociativas

o tipe Voson inmunes a glerta cantidad de ruido aditive pers
sensibles a rudo sustroctivo, con [as memoring autoagociali-
vas o tipo A sucede o contrario.

5 Densidad Aritmética

Una coleccion de opermdared [Dgicos es fielonadmente com-
et 51 toda propasicion compuesti es logicamente eoquiva-
lente o una proposicion compuesti que involicre sole a los
operadores de la coleccidn (Rosen, HH0R5),
Es un becho establecido que log tres operadores 1aeicos e
negaoon (=), comuneion (A v disvuncion () forman ann
coleccion funcionalmente completa de operndores 1ogieos;
{7V}
Esisten colecclones funeionalmente completns que constan e
dos o de un aniee operador. Uno de estos operndores gs el que
corresponds a ln Tabla de verdad de la disyuncidin negacla: 1o
congetiva ldgen nor, que denotireimod can el aperador |,
Sean &y oy dos varables Weieos bosleunns, Bl operndor | se
define de la sigmiente maneri;

i Vg (22)
Este sigmifica que la eoleccion ||} es funcionalmente com-
pleta; como lo afirma la Proposicrdn 1.

vl

Proposicion 1. El operador | constituye, por stomismo, i
coleccion funcionalmente completa { L] &0 v p Son vr-
ables logicas hooleanns, entonces se cumplen las siguienies
equivalencias:

T = Fl®m
ey = (xly) | (x]ly) (23
ehy = (xle)llwly

Tento para las memaornas asociativas morfolgicas como para
las memonas asociativas o s2 consideea un conjunto funda-
mental de p asociaciones, donde o4 patrones de entrada Uenen
dimensidn e, ¥ los parrones de salida, dimension o,

Al realizar el cdleulo del total de pperaciones requeridas para
ambas fases en losmemorias asociativas morfologicas, se lle-
it a log siguientes resultados:

La fase de aprendizaje de une memona asociativa mortfelogica
requiers de 28mnp operaciones: L y mnlp — 1) operaciones
de orden,

La fase de recuperacton de un paledn de salida en una memo-
ria asociativa morfolagics requiere de | $8mn operaciones |
ymin — |} operaciones de orden,

Al realizar el caloulo del total de operaciones requeridas para
ambas fases en los memonas asociativas ] se llega alos
siguientes resultados:

Rl
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La fase de aprendizaje de una memona asociativa o3 requiere
e 283minp operaciones | v mnrip — 1) operaciones de orden

La Fase de recuperncion de un patron de salida en una memo-
tin nsociativi o requiere de 147mn oporaciones | v min—1)
apernciones de orden

A diferencin de o que sucede con las densidades aritmét-
chy de aprendizaje, las cuales son iguales en ambos tipos de
memoriag asocitivas, ln densidod artmética de recuperacion
L5 IMENOT e s memonas asociativas of que ln correspon-
hiente a las memorias morfoldgicas.

Resultado comporative de la densidad aritmética: La fase
de recuperaciin de lns memonas asociativas morfoldgicas ne-
guiere de un 32,72 adicional en el nimero de operaciones
logicas |, respecto de lo que requieren las memorie asociti-

vils ovdd,

6 Conclusiones

Este trabujo tiene como producto un modelo de memoria iiso-
cimtiva gue utilizn dos operadores binanos originales que, al
combinarios de cienag maneras, don lupar & cusro opera-
ciones novedosas entre mpnces v vectores.

Lits memorias nsocintivas of tenen al menos una ventapa so-
bre lns morfologicns: la densidad aritmétien de las memonas
el es menor. Ademis, exluben capacidad mixima d= almace-
namiento y aprendizage: o recuperncion o5 perfocta para todo
¢l conjunto fundomental,

Lis memortas nsociativas ad tipo 'V son robustas o roido adi-
tivo pero vulnerables ante ruido sustroctivo.

Las memorias asociativas o9 lipo A son robustas a ruideo sus-
tractivo pera volnerables ante ruido aditivo,

Las nuevas memarias carceen de problemas de convergencia
(Ron memorins aseciativas one chot), lo que polencialments
les permite ser mds rdpidas que las memorias que requieren
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