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Resumen

Este articulo es la continuacidn del trabajo presentado en (Sanchez-Garfias et al, 2002) y muestra los avances
en el desarrollo de un marco teérico para describir el comportamiento de la Lernmatrix, Memoria Asociativa
creada en 1961 por el cientifico aleman Karl Steinbuch. Los resultados obtenidos permiten colocar a la
Lernmatrix, después cuatro décadas de haber surgido, como una buena alternativa para clasificacion y
reconocimiento de patrones

Palabras clave: Reconocimiento de Patrones, Memorias Asociativas, Lernmatrix.

Abstract

This paper follows the work presented in (Sanchez-Garfias et al, 2002) and shows the advances of
developing a theoretical framework which describes the behavior of the Lernmatrix. The Lernmatrix is an
Associative Memory created in 1961 by the german scientific Karl Steinbuch. The obtained results allow to
position the Lernmatrix as a good alternative for pattern recognition and classification, even after four

decades from its creation.
Keywords: Pattern Recognition, Associative Memories, Lernmatrix.

1. Introduccion

Las Memorias Asociativas han merecido la atencion de numerosos investigadores internacionales desde hace mas de cuatro
décadas. Uno de los pioneros fue el cientifico aleman Karl Steinbuch quien, a principios de la década de los sesenta, ideo,
desarrollé y aplicd la Lernmatrix. (Steinbuch, 1961; Steinbuch y Frank, 1963)

La Lernmawrix constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los modelos actuales de memorias asociativas, y
constituye uno de los primeros intentos exitosos de codificar informacién en arreglos cuadriculados conocidos como
crossbar (Simpson, 1990).

Una memoria asociativa tiene como propésito fundamental: recuperar correctamente patrones completos a partir de patrones
de entrada, los cuales pueden estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado.

El problema inherente al funcionamiento de las memorias asociativas se escinde en dos fases claramente distinguibles:

1. Fase de aprendizaje (generacion de la memoria asociativa)
2. Fase de recuperacion (operacion de la memoria asociativa)

En ambas fases, una memoria asociativa M puede formularse como un sistema de entrada y salida, idea que se esquematiza

a continuacion:
o[ W]y
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El patron de entrada esté representado por un vector columna denotado por x y el patron de salida, por el vector columna
denotado por y. Cada uno de los patrones de entrada forma una asociacion con el correspondiente patrén de salida. La
notacién para una asociacion es similar a la de una pareja ordenada; por ejemplo, los patrones x y y del esquema forman la

asociacion (x,y).
Dado un nimero entero positivo k especifico, la asociacién correspondiente sera (xk ,yk)

La memoria asociativa M se representa mediante una matriz cuya componente ij-ésima es m,; (Palm, Schwenker, Sommer

& Strey, 1997); la matriz M se genera a partir de un conjunto finito de asociaciones conocidas de antemano: éste es el
conjunto fundamental de asociaciones, o simplemente conjunto fundamental. Se denota por p la cardinalidad del conjunto
fundamental (p es un nimero entero positivo).

Si i esun indice, el conjunto fundamental se representa de la siguiente manera:

{(xm ,ym)|m:1,2,..,p}

Definicion 1. A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto fundamental, se les llama patrones
fundamentales.

La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio para clasificar las memorias asociativas [4].

Definicion 2. Si se cumple que x" = ym "mM=1,2,.., p, se dice que la memoria es autoasociativa;, de otro modo, la

memoria es heteroasociativa. Para una memoria heteroasociativa se puede afirmar lo siguiente: $m {1,2,.., p} para el

que se cumple que X mi ym .

o (wi {1,2,..., p})
Definicion 3. Si al presentarle a la memoria M un patrén alterado *  como entrada { p } , M responde con
W

el correspondiente patron fundamental de salida y , Se dice que la recuperacion es perfecta.

Definicion 4. Una memoria perfecta es aquella que realiza recuperaciones perfectas para todos los patrones
fundamentales.

Ay Bson dos conjuntos que cumplen con lo siguiente: las componentes de los vectores columna que representan a los
patrones, tanto de entrada como de salida, son elementos del conjunto A, y las entradas de la matriz M son elementos del
conjunto B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccién de estos dos conjuntos, por lo que no necesariamente deben
ser diferentes o poseer caracteristicas especiales. Sean m, n nimeros enteros positivos. Se denota por n la dimension de los
patrones de entrada, y por m la dimensién de los patrones de salida; claramente, nada impide que los valores de my de n
sean iguales. Aln mas, uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que la dimensién de los
patrones de entrada sea igual a la dimensidn de los patrones de salida; por otro lado, si en una memoria sucede que m#n, es
evidente que la memoria debe ser heteroasociativa.

Cada vector columna que representa a un patrén de entrada tiene n componentes cuyos valores pertenecen al conjunto A, y
cada vector columna que representa a un patrén de salida posee m componentes cuyos valores pertenecen al conjunto A. Es
decir:

x™ A"y ymT A", " m=l2,., p

La jésima componente de un vector columna se indica con la misma letra del vector, pero sin negrilla, colocando a j como
subindice (jI {l,2,..,n} 0 jI {l,2,..,m} segln corresponda). La j-ésima componente de un vector columna x" se
representa por
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m

X

Los vectores columna que representan a los patrones fundamentales de entrada y de salida son, respectivamente:

20 " 0

m :gxzm+’|‘ A" m :(;yzm —’l‘ A"
X . .
¢c.v "7V Te -
. B 85

No obstante que Steinbuch presentd la Lernmatrix hace méas de cuatro décadas, ningln investigador, incluyendo al propio
Steinbuch, se ha dado a la tarea de estudiar con rigor cientifico las condiciones necesarias y suficientes para recuperacion
perfecta del conjunto fundamental y de patrones que no pertenezcan a éste. El primer paso se dio en [1] y el presente trabajo
es un escalon mas en la construccion de un marco tedrico que describa mateméaticamente el comportamiento de la
Lernmatrix.

2. La Lernmatrix

La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que puede funcionar como un clasificador de patrones binarios si se
escogen adecuadamente los patrones de salida; es un sistema de entrada y salida que al operar acepta como entrada un

patrén binario x™1 A", A ={0,1} y produce como salida la clase ymT A" que le corresponde (de entre m clases
diferentes), codificada ésta con un método simple, a saber: para representar la clase k1 {l,2,..,m} , Se asignan a las
componentes del vector de salida y™ los siguientes valores: y," =1,y yjm =0vparaj=12,..,k-Lk+1,..,m.

En la tabla se esquematiza la fase de aprendizaje para la Lernmatrix de Steinbuch, con la pareja de patrones fundamentales
(xm,ym)’l‘ A" xA™

m m m m
X X X; X,

m

) nmyy ny, my m,

J

m

V2 my; my, my,; my,
m

Vi myy m;, m, m,
m

Vm m,; m,, m,, m,,

Cada uno de los componentes m; de M, la Lernmatrix de Steinbuch, tiene valor cero al inicio, y se actualiza de acuerdo

con laregla m,; =m,; + Dm,, donde:
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siendo € una constante positiva escogida previamente.

~

w n
La fase de recuperacion consiste en encontrar la clase a la que pertenece un vector de entrada * I A4 dado.

w T m

N | LW .
Encontrar la clase significa obtener las coordenadas del vector Y que le corresponde al patron * ; en virtud del

m
método de construccion de los vectores ¥ la clase deberfa obtenerse sin ambigledad.

w w ’l‘ Am
La iésima coordenada Yi del vector de clase se obtiene como lo indica la siguiente expresion, donde Y es el
operador maximo:

1 . 8 n W _ m éO n WU
X :!1 sl mX; =0y éa M%) g
i

1 0 en otro caso

La forma en como Steinbuch plante6 las fases de aprendizaje y recuperacion para su memoria son poco Utiles para la
descripcidon de su funcionamiento. De esta forma, lo primero que se plantea es una caracterizacién alterna de dichas fases,
de modo que su manipulacion matemética sea mas fécil. Dicha caracterizacion introduce el concepto de funcién de
Steinbuch. [1]

Definicion 5. Llamaremos funcion de Steinbuch a una funcion —f :R — R qué cumpla con la siguiente propiedad:
f(0)=-1
f@=1

Definicion 6. Sea f :R — R una funcion de Steinbuch. Llamaremos fimcion vectorial de Steinbuch con respecto a f a

una funcion F:R "SR al que:

gef(xl)g
Fx) = gf (xz)i

(g

Asi, se esta en condiciones de proponer una caracterizacion alterna para las fases de aprendizaje y recuperacién, la cual es
mucho mas util para los fines del presente trabajo.

Fase de Aprendizaje de la Lernmatrix

Sea { (x™,v™)| ME1,2,.., m} un conjunto fundamental y F una funcion vectorial de Steinbuch con respecto a f .La
Yy

Lernmatrix M para el conjunto fundamental se construye de acuerdo con la siguiente regla:

M=§ " (FG)Y W

m=1

Fase de recuperacion de la Lernmatrix

w
Sea M una Lernmatrix y X un patrén de dimension n. El patron yW recuperado a partir de x" y M se determina de la
siguiente forma:
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=M x"

e w o m w
w _11siz' =u,_ z

Vi @

=i
10 en otro caso

Donde 7" no es necesariamente igual a )" . En particular, si 7" = y", entonces la recuperacion es perfecta, de acuerdo
con la definicion 3.

3. Condiciones para recuperacion perfecta

La importancia del trabajo de Sanchez-Garfias, Diaz-de-Ledn y Yafez-Marquez (2002), es que se propone un lema, un
teorema y un corolario en los cuales se dan las condiciones necesarias y suficientes para recuperacion perfecta. En el
presente trabajo, se propone una nueva descripciéon de la Lernmatrix, que contiene a la planteada en el trabajo antes
mencionado y que sintetiza de una forma mas adecuada su funcionamiento.

°1

Definicion 7. Sea 4 ={0,1} y sean x* , x® T A" dos patrones. Se dice que x* es igual que x° (simbolizado x* =x" )

. , . 7 a — b
siysolosi " il {1,2,..,n} se cumple que x* =x,”.
b1

Definicion 8. Sea A ={0,1} y sean X°, X A" dos patrones. Se dice que X° es menor o igual que x° (simbolizado

x? Exb)siyso'losi "l {1,2,..,n} se cumple que xia =1® )Cib =1.

Ao Ao
N 617 -
Ejemplo 1. Sean x* :glz y x° :gl: entonces x* £x°,yaque " il {1,2,3,4,5,6} se cumple que x,° =1 cada
&0g &0
vez que x° =1
o ado
Co~ C1™

Ejemplo 2. Sean x* = gl_ y x° = (;1? entonces es falso que x* £x” ,yaque x," =0y x* =1.
Co- Cn~
é0g é0g

Definicién 9. Sea A :{0,1} ysea x" 1 A" un pawén. Llamaremos conjunto caracteristico de X" al conjunto de indices

T = {i | xiW :1} . La cardinalidad de éste conjunto la denotaremos | T" |
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ao
Cht

0
Ejemplo 3. Sean x* = 814’ entonces T ={1,3} ,yaque x,° =1y x,;° =1. También, | 7% |=2.

goz

El concepto de conjunto caracteristico es la columna vertebral que sustenta al presente trabajo. El primer paso sera,
entonces, establecer una relacion entre dicho concepto, las relaciones de orden y la Lernmatrix.

Lema 1. Sea A :{0,1} y sean x* , xb T A" dos patrones, entonces X £ xb U T° i Tb

Demostracion. Sea A ={0,1} y sean x* x°T 4" dos patrones, entonces por la definicion 8.
2 Ex"U g il {1.2,..,n},x" ® xl.bEI
Pero de acuerdo con la definicién 9, podemos afirmar lo siguiente:
g' il {1,2,..,n},x* ® xl.bEI
O ¢ il {12..n,{1 7 ®il Ty

Ahora, por la definicion de subconjunto:

gil {12yl T*® il T°yo 7° 1 7°

Finalmente, por transitividad, y en virtud de que x* y x® son patrones que fueron tomados de forma arbitraria, podemos
concluir que:
a b 7 i b
XEXUT I T ged

Como puede verse, una relacion de orden entre patrones, implica una relacion de orden entre los respectivos conjuntos
caracteristicos y viceversa.

Ahora, en el siguiente lema, demostramos la relacion entre la fase de recuperacion de la Lernmatrix y los conjuntos
caracteristicos.

w
Lema 2. Sea M una Lernmatrix, sea {(xm, ym) | m=1.2,., m} el conjunto findamental de M, X un patrén cualquiera y

z" =M - x" . Entonces, ZkW:e(ZlTkQTW|- |TW |)

Demostracién. De acuerdo con la expresion (2) para la fase de aprendizaje y considerando un valor k1 {1,2,..,n}
cualquiera, la matriz M se construye como sigue:

M=3 " (FGY

el
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~

®)

w
Ahora, si queremos recuperar el patron yW a partir del patrén X, tenemos que calcular el vector z" aplicando la
expresién (1) que corresponde a la primera parte de la fase de recuperacion:

V=M x"

Aplicando la expresion (3) en la expresion anterior, se tiene:
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ef(g) . S(x) . [(x)U

e G
M:egf(xf) f(xf) f(xf)ﬂ x"

&) o S0 SO

Es decir:
ed u
sd f(x¥)x
g/ U
é U
é, U
=4 . y
a :ega__lf(x/ x‘,'vﬂ
e” v
€ u
eg u
eq f(x7)x/u
8= §)

Esto significa que para algun valor k1 {1,2,..,n}la componente k-ésima de z" se expresa asi:

zy =€ f ()
j=1

Ahora, de acuerdo con la definicion 9, y dado que los términos en donde xjw no influyen en la suma, la expresién anterior
se reduce a:

2 =ed f(x") @

A

Donde la sumatoria tiene exactamente | 7" | sumandos y de acuerdo a la definicion 5, cada sumando es igual a 1 0 a -1. Si

res el nimero de unos en la sumatoria, entonces | 7" | - 7 es el nimero de -1, entonces la expresion (4) se transforma en:
Z=eg- (1"]- Ny
z =egr- | T" |y )

. - , . ) k Z . w
Asi, r es igual al namero de unos que tiene el patrén x" , tomando en cuenta s6lo las entradas tal que X, = 1, por lo que

r puede ser visto como la cardinalidad de un conjunto de indices; donde xjk =1tal que xl.w =1, es decir,

r :|{j|xjk =1 talque,x " :1} |
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r :|{j|xjk :1ijw =1}|
ra{lx =8N =1} ©)

Pero de acuerdo con la definicion de conjunto caracteristico, T* ={i|xl.k :1} y T —{i|xiW :l}, por lo que

sustituyendo en (5).
ra T NTY | @
Finalmente, y sustituyendo (7) en (5), concluimos que:
2" =T CT|- |T"]) g.e.d.

Hasta el momento, se han dado las bases para relacionar los conjuntos caracteristicos con la fase de recuperacion. El
siguiente punto es entonces, establecer una conexion entre éste concepto y las condiciones necesarias y suficientes para
recuperacion perfecta. En los siguientes dos lemas, se sintetiza el funcionamiento de la Lernmatrix y se abre la puerta para
entender las propiedades mas importantes que se requieren de una memoria asociativa.

W
Lema 3. Sea M una Lernmatrix, sea {(xm, yM | meL2,.., m} el conjunto findamental de M y X un patrén, el cual

w
puede o no pertenecer al conjunto findamental de M. Entonces, el patrén recuperado al presentar * a M serd ya , con

ya Ej;a,aT {1,2,..,m} siysélosilTa ﬂTW|3|Tb nr* | bl {1,2,..,m}ya1 b.

w
Demostracién. Sea M una Lernmatrix, {(xm,ym)| n=1,2,.., m} el conjunto fundamental de M y * un patron
cualquiera de dimension n. Sea & un indice cualquiera tal que al {1,2,..,m}y sea ¥, con y* £37, el patron
w
recuperado al presentar X a M.

Luego, de acuerdo con la definicién 8,
VEFU il {12,,m}y* ® 77H

Pero considerando la manera en que se forma cada uno de los y™ del conjunto fundamental, sabemos que yr': =1y

v/ =0"iT {1,2,..,m} con i rr.Enparticular, )3 =1y »} =0" il {12,..,m}con i* @, por tanto,
g i1 {12, m}y* ® 520 3 =1

Ahora, de acuerdo a la expresién (2) que corresponde a la segunda parte de la fase de recuperacion, para que )7: =1, es
condicidn necesaria y suficiente que:

zy =up,z," )]
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donde sz es la k-ésima componente del vector z" =M - x". Luego, tomando un indicea arbitrario, con

bi {1,2,..,m} ya?l b, (8) se puede rescribir como:

w 3 w
Za Zb

©
Pero por el lema 2, la k-ésima componente del vector z" = M - x" es igual a:

2" =e(2|T" GT" |- | T"))
de donde

z," =€(2|T* CT" |- |T"])

z," =e(2|T° CT" |- | T"])
Por lo que sustituyendo en la expresion 9:
e(2|T* CT" |- |T" )* e(2|T° CT" |- [T"])
Es decir,
|7° TV PIT" CT" |
Finalmente, por transitividad, y en virtud de que &'y & fueron tomados de forma arbitraria, concluimos que:

»EFUO
IT*NTBIT° NT" " bl {1,2,.,mya’ bge.d

w
Lema 4. Sea M una Lernmatrix, sea {(xm,ym)| m=1,2,.., m} el conjunto findamental de M y X un patrén, el cual

w
puede o no pertenecer al conjunto findamental de M. Entonces, el patrén recuperado al presentar * a M serd ya, con

V=5, al {1,2,..,1’11} siy solo si | "Nr1" |~ T° nr" | " bl {1,2,.., m}yal b.
Demostracién. Sea M una Lernmatrix, {(xm,ym)| n<1,2,.., m} el conjunto fundamental de M y X" un patrén
cualquiera de dimensién n. Sea & un indice cualquiera tal que al {1,2,..,m}y sea )”/a , con ya = j/a , el patrén

w
recuperado al presentar X a M.

Considerando la manera en que se forma cada uno de los y™ del conjunto fundamental, sabemos que ynr: =ly

y"=0"il {l,2,..,m} con i1 MEn particular, 32 =1y y* =0" il {1,2,..,m} con il @, por tanto,
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Ahora, de acuerdo a la expresion (2) que corresponde a la segunda parte de la fase de recuperacion, para que )72 =ly

y=0 il {l,2,..,m} , es condicion necesaria y suficiente que:

Zd=u iz y zot 2™l {1,2,., m) (10)

1

donde ZkW es la k-ésima componente del vector z" =M - x". Luego, tomando un indicea arbitra rio, con

bi {1,2,..,m} ya?l b, (8) sepuede rescribir como:

w

z," >z, (11)

a
Pero por el lema 2, la k-ésima componente del vector z" = M - x" es igual a:

2" =e2IT* CT"|- |T"])
de donde

z,' =e2|T* CT"[- |T"))

y

z," =€(2|T° CT" |- |T"])

Por lo que sustituyendo en la expresion 11:
e(2|7* CT" |- |T" ) >e(2|T° CT" |- |T" )
Es decir,
|7° CT" 4T CT"|

Finalmente, por transitividad, y en virtud de que a y & fueron tomados de forma arbitraria, concluimos que:

»=50
IT*NTHT°NT"|" bl {1,2,.,m}ya? bag.e.d

Ahora, finalmente, presentamos los dos teoremas que influyen en que la Lernmatrix sea perfecta, de acuerdo con la
definicién 4.

Teorema 1. Sea M una Lernmatrix, sea {(xm, y™M | meL2,.., m} el conjunto fundamental de My X* un patron, el cual

pertenece al conjunto findamental de M. Entonces, el patron recuperado al presentar X°* a M serd j/a , con ya £ j/a ,
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Demostracién. Sea M una Lernmatrix, {(xm,ym)| m:l,2,..,m} el conjunto fundamental de My x* un patrén

cualquiera que pertenece al conjunto fundamental de M. Sea 7* el patron recuperado al presentar x* a M. De acuerdo con

el Lema 3y tomando &y & arbitrarios tal que &, bl {1,2,.., m} y a#B.
WEFU|ITPNT BIT° NT? |
es decir,
Y EFOITBIT®NT* |

Luego, dado que para dos conjuntos A y B cualesquiera, A E B U | A3| B|y como T* ET " NT?, entonces la
proposicion

| T FIT*NT* |

es cierta, por tanto ya £ j/a es cierta. Finalmente y en virtud de que & y & fueron tomados de forma arbitraria, el teorema
queda demostrado.

Teorema 2. Sea M una Lernmatrix, sea {(xm, yM | meL2,.., m} el conjunto fundamental de My X* un patrén, el cual

pertenece al conjunto fundamental de M. Entonces, el patrén recuperado al presentar X° a M serd J~/a , con ya = j/a , Siy

solo si la proposicion " bi {,2,..,m} alb y Q(xa £ xb) es cierta.

Demostracién. Sea M una Lernmatrix, {(xm,ym)| m:l,2,..,m} el conjunto fundamental de My x* un patrén

cualquiera que pertenece al conjunto fundamental de M. Sea )73 el patron recuperado al presentar x* a M. De acuerdo con

el Lema 4 y tomando 4y & arbitrarios tal que &, b1 {1,2,.., m} y 0FB.
ya :)~}a U |Ta ﬂTa |>|Tb ﬂTa |
es decir,
= U PNt |

Luego, dado que para dos conjuntos A y B cualesquiera, A E BP | A[> B|ycomo T* ET " NT? siy sélo si
@(T* | T"), entonces:

|7 DT NT* U &1 1 T°) (12)

Ahora, de acuerdo con el lema 1,
a b a b
x Ex UTIT (13)
Por lo que sustituyendo (13) en (12), tenemos:
|T* P T° NT* |U B(x* £ x°)
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luego, por transitividad,
¥ =7 U B £x")

Finalmente y en virtud de que 4 y a fueron tomados de forma arbitraria, el teorema queda demostrado.

4. Conclusiones y Trabajo Futuro

En el presente trabajo se ha planteado una forma alternativa de representar la Lernmatrix de Steinbuch, asi como las
demostraciones de cuatro lemas y dos teoremas que describen las condiciones necesarias y suficientes para que la
Lernmatrix de Steinbuch recupere de manera perfecta todo su conjunto fundamental.

Este tipo de estudio es un escalén més en la construccion de un marco tedrico que permita describir el funcionamiento de la
Lernmatrix.

La relevancia de los resultados presentados en este articulo nos permite afirmar que este trabajo abre caminos claros para
quienes se interesen en realizar investigaciones futuras sobre el tema, a saber:

Investigar algunas otras propiedades que pueda exhibir esta memoria asociativa
Las condiciones de respuesta ante ruido aditivo y sustractivo
Las condiciones bajo las cuales se da la saturacion al tener varios patrones que formen parte de una misma clase

La posible creacion de una nueva version de la Lernmatrix, que no sélo trabaje sobre patrones binarios, sino en el
dominio de los nimeros enteros, 0 mas adn, en los reales.

Los resultados tedricos obtenidos en este articulo y en investigaciones futuras, representan una importante fuente potencial
de nuevos lemas y teoremas. Se sugiere combinar todo este bagaje de ideas relacionadas con la Lernmatrix de Steinbuch,
con modelos de memorias asociativas conocidos y que gozan de gran prestigio entre la comunidad cientifica, como son: El
modelo de Kanerva, la memoria Hopfield, las BAM de Kosko, las Memorias Asociativas Morfoldgicas y las Memaorias
Asociativas ab .
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