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Resumen

La definicidn de visibilidad en el Problema de Galerias de Arte utiliza guardias o luces que pueden ver o iluminar
sin limitacién en el alcance. En este articulo consideramos luces que tienen un alcance limitado L . Presentamos
algunos resultados sobre poligonos escalera con luces situadas en sus veértices. En el resultado principal se
demuestra que si P es un poligono escalera con n vértices, Ln/4J+ O(1) luces vértice de alcance L son siempre

suficiente y a veces necesarias para iluminar P con L e [r/2,r), donde r eselradiode P.
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Abstract

The usual definition of visibility in Art Gallery Problems uses guards or light sources that can watch or illuminate
with unlimited range. In this paper we consider light sources having a limited range L . We present some results
about staircase polygons with light sources placed in its vertices. The main result that we prove is that if P is a
staircase polygon of n vertices, then Ln/ 4J+ O(1) vertex light sources with range L are always sufficient and

sometimes necessary to illuminate P when L e [r/2,r), where 7 is the radius of P.
Keywords: Visibility, Limited range, Staircase polygons, Illumination.

1 Introduccién

El problema original de la Galeria de Arte 8 propuesto por V. Klee y que preguntaba cuantas luces son suficientes
para iluminar todo punto interior a un poligono P con n vértices, abrid6 un nuevo campo en Geometria
Computacional. En este nuevo campo se engloban todos los problemas que de alguna manera estan relacionados con
la iluminacion o vigilancia de cualquier estructura o elemento geométrico. El problema propuesto por V. Klee fue
solucionado por Chvatal, quien demostré que |»/3] guardias o luces son siempre suficientes y a veces necesarias 3

para iluminar un poligono P con n vértices. Ademas muchas variaciones de este teorema han sido ya estudiados
como podemos comprobar en 7y 8.

La Visibilidad o lluminacidn clasica no introduce el concepto de limitacion en el alcance para la vigilancia o
iluminacion de guardias o luces respectivamente. Esta situacion no es en absoluto real, pues los mecanismos de
iluminacion que se utilizan no tienen un alcance ilimitado. Por tanto, tiene sentido introducir un concepto de
visibilidad o iluminacién donde el alcance esté limitado a una distancia L; concepto que aparece en 4 y que se
estudia bajo el punto de vista de rutas de vigilancia en 5 y 6. Formalizaremos a continuacion estos conceptos que
evidentemente estaran relacionados con el alcance de iluminacion L, alcance medido siempre con la distancia
euclidea.

En esta situacion aparecen preguntas combinatorias y algoritmicas de gran interés, como pueden ser, por
ejemplo: ¢Cudl es el alcance minimo de L para que situando una luz en cada vértice del poligono quede iluminado
todo el poligono? ¢Para qué valores de L se puede iluminar todo el poligono? Dada una longitud L, ¢cual es el
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namero minimo de luces vértice, (luces situadas en los vértices de un poligono), de alcance L que iluminan todo el
poligono?

En este articulo damos respuesta a algunas de estas preguntas empezando por definir la visibilidad de alcance
limitado y estudiando los problemas planteados anteriormente para un tipo concreto de poligonos, a saber, los
Poligonos Escalera. Es importante destacar que la visibilidad en este tipo de poligonos, ya ha sido analizada desde el
punto de vista de grafos de visibilidad en 1 y 2.

2 Definiciones

Definiremos en primer lugar lo que se entiende por puntos visibles con alcance L y después daremos algunas
definiciones particulares para poligonos escalera.

2.1. Definicion: Visibilidad de alcance L
Dos puntos x e y se dicen visibles con alcance L en un poligono P, si el segmento xy esta contenido comple-

tamente en Py la distancia entre los puntos satisface d(x, y) < L, (ver Fig. 1).

N vizible
. 5

Fig. 1. Visibilidad de alcance L

Una vez que conocemos el concepto de visibilidad limitada o de alcance limitado veamos las definiciones
propias de los poligonos escalera.

2.2. Definicion: Poligono escalera

Se denomina poligono escalera a todo poligono ortogonal,(es decir de lados unicamente horizontales y verticales),
P, tal que existe un lado horizontal h (respectivamente vertical v), cuya longitud es igual a la suma de las
longitudes de los restantes lados horizontales (respectivamente verticales). Designaremos con la notacion
PWV,ay,a,,...,a,) al poligono escalera en el que V es la interseccion de h'y vy ay,a,,...,a, son los restantes

vertices convexos, (vértices de angulo interior al poligono inferior a m).
Asi si llamamos b,, i =1, 2, .., m-3 al vértice concavo, (vértice de angulo interior al poligono superior a ),

cuya abcisa es la abcisa del vértice @, ; y cuya ordenada es la del vértice a,,,, Se tiene:

m-3 m-3
ma; + zbiai+2 =Va, y Zbiam +a,aqa, =Va 1)
i1 i1

como se muestra en la Fig. 2.
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Fig. 2. Poligono escalera

2.3. Definicién: Radio de una escalera
Dado un poligono escalera P(V,ay,a,,...,a,,) se llaman radios exteriores de P y se denotan por r, a los segmentos

ﬁk Vk=12, .. m.Sellama radio de Py denota por r al maximo de los radios exteriores de P.

r=MaXien, .} Tk (2

Para comprender bien la definicion anterior podemos ver la Fig. 2 donde se dibujan los radios exteriores de un
poligono escalera. Pasamos a estudiar ahora la iluminacion de alcance limitado en este tipo de poligonos,
considerando que las luces se sitlan sobre los vértices del poligono, es decir considerando luces-vértice y no
luces-punto.

3 Visibilidad de Alcance Limitado en Escaleras

El problema combinatorio que planteamos en este articulo respecto a los poligonos escalera consiste basicamente en
encontrar el nimero minimo de luces-vértice necesarias para iluminar el poligono. Evidentemente dado que estamos
estudiando la visibilidad de alcance limitado, esta cota dependera del alcance L de iluminacion. Formalmente el
problema se puede enunciar de la siguiente manera:

Numero de luces-vértice de alcance L que iluminan un poligono escalera
Entrada: Un poligono escalera P de » vértices y un alcance de iluminacion L.
Pregunta: ¢Cuél es el nimero minimo de luces-vértice de alcance L necesarias para iluminar el poligono P?

Si el alcance de iluminacién L es suficientemente grande el poligono se podra iluminar con una sola luz. Asi si
tomamos L >r, donde r es el radio del poligono, colocando una luz en el vértice 7 tendremos iluminado todo el
poligono. Planteamos previamente otro problema distinto, permitiendo colocar una luz en cada vértice y
preguntandonos por el minimo alcance de iluminacion (L), Necesario para iluminar todo el poligono.

3.1. Alcance minimo

Dado un poligono escalera P, se define Ly, como el valor mas pequefio para el que colocando luces de alcance L,,;,
en todos los vértices del poligono P, éste quede totalmente iluminado. Por tanto, el intervalo de valores significativos
para el alcance resulta ser [Lmin,r], y por consiguiente el primer problema que se plantea y al que damos respuesta
en el siguiente proposicién, es el calculo de Ly,

Proposicion 3.1 Dado un poligono escalera P(V,ay,a5,...,a,,) deradio r, se tiene que L, =r/2.
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Demostracion. Resulta claro, observando la Fig. 3, que si tomamos L=(r/2)—8 Ve>0 , siempre podemos
encontrar un poligono escalera P, que no es posible iluminar colocando una luz de alcance L en cada uno de sus

vértices.

Fig. 3. llustracion de P,

Probemos ahora que todo poligono escalera P de radio r se ilumina con luces vértice colocando en cada vértice
una luz de alcance r/2. Para ello descomponemos el poligono en cufias uniendo cada vértice con ¥, como en la
Fig. 4, observando que para iluminar P basta iluminar cada una de esas cufias. Ahora bien, las cufias son de dos tipos:
aquellas en que uno de sus tres lados es un lado horizontal del poligono y que llamaremos tipo H 'y aquellas en que
uno de sus tres lados es un lado vertical del poligono y que llamaremos tipo V. Tanto en cufias de tipo H como en las
de tipo V, la longitud del lado mas grande de la cufia es como maximo r. Asi si llamamos z al punto medio del lado
mayor de cada cufia, la distancia de cada vértice de la cufia al punto z es siempre menor o igual que /2, con lo
gue probamos que siempre podemos iluminar las cufias colocando luces de alcance r/2 en todos sus vértices y, por

tanto, también podemos iluminar todo el poligono.

a; a,
!
A6, 4
K 3 d(b,, z) < 1/2
’ b
!
! 12 4 d(b,, z) < 1/2 Tipo V
i Vs // X
II /, /// b3 a5 \
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Fig. 4. Cufias de un poligono escalera

Ya sabemos, por tanto, que colocando luces de alcance r/2 en todos los vértices de P iluminamos todo el

poligono. Pero, intentemos dar respuesta al problema fundamental de este articulo: ¢cuéntas luces vértice
necesitamos para iluminar todo el poligono con un alcance de iluminacion L? Evidentemente esta distancia L debe

pertenecer al intervalo de valores significativos para el alcance, [Ly;,,7].
Si L=r, podemos iluminar todo el poligono colocando una luz en V. ;Cuéntas luces son necesarias Si

Le [Lmin,r)?
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3.2. Luces vértice con alcance L

Todo poligono escalera P con n vértices, se puede iluminar con una solo luz de alcance r. (Qué ocurre si
disminuimos una cantidad pequefia el alcance L? Esta cuestion la estudiamos en el Lema 3.3, pero previamente
analizamos algunas propiedades que son necesarias para la demostracién del Teorema 3.5 que caracteriza el nimero
de luces para iluminar el poligono P en funcién de L.

Lema 3.2 Los vértices V, a; Y a,, SOn necesarios en algunos casos para iluminar el poligono P con luces de alcance
rl2.

Demostracion. Si nos fijamos en el poligono de la Fig. 5, es claro que para iluminarlo con una luz de alcance r/2,
necesitamos al menos colocar luces en los vértices V', a; y a,,, Ya que en otro caso el poligono no quedaria

iluminado. Claramente la situacion extrema serd el rectangulo en cuyo caso necesitamos como minimo colocar 4
luces de alcance /2, en cada uno de sus vértices.

a;

. a
Zonasin m
Huminar

Fig. 5. Zona sin iluminar desde a,

Ya hemos visto en el ejemplo anterior que los vértices V', a; ¥ a,, SOn a veces necesarios para iluminar el
poligono escalera P, cuando el alcance de iluminacion es L, - En el siguiente lema analizamos que ocurre cuando

las luces que situamos en los vértices del poligono son de alcance muy préximo a r, es decir, cuando L =r—¢, con
& tan pequefio como deseemos.

Lema 3.3 Si ¢ es suficientemente pequeiio, n>8 y L=r—g, entonces existe un poligono escalera
PV, ay,ay,...,a,) den vértices que necesita \_n/4J+ 2 luces de alcance L para ser iluminado.

Demostracion. Consideramos el poligono de la Fig. 6, donde todos los vértices convexos «;, i =2,..,m—1 de P se

encuentran a distancia » de V' . Es obvio que desde ¥ no se ilumina el fondo de ninguna cufia si L =r—¢& . Desde
cada vértice concavo se ilumina solo sus cufias adyacentes, por tanto, necesitamos colocar luces en los vértices
concavos alternadamente. Asi, como el nimero de vértices concavos es (n/2) — 2, el nimero de luces es:

alae) i)

donde el 3 corresponde a los vérticesde V', a; ¥ a,, .
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Fig. 6. Visibilidad desde Vcon L=r—¢

Podemos preguntarnos ahora por el nimero de luces necesarias para iluminar un poligono escalera P con n
vértices, cuando el alcance de iluminacion toma el valor inferior en el intervalo significativo, es decir, cuando
L =r/2. Demostramos en el siguiente lema que existen poligonos escalera en este caso, que necesitan Ln/4j+4

luces para ser iluminados.

Lema 3.4 Si L =r/2, entonces existe un poligono escalera P(V,ay,a,,...,a,,) de n vértices que necesita |_n/4J+ 4
luces de alcance L para ser iluminado.

Demostracion. En la Fig. 7 tenemos un ejemplo de un poligono escalera que se ha construido agrupando sus
peldafios de la siguiente manera: tenemos cuatro grupos de peldafios con & vértices concavos, siendo & par y tal que
el ultimo vértice céncavo de cada grupo dista mas de /2 del primero del siguiente grupo. Cada grupo necesita
(k12)+1 luces para ser iluminado. Por tanto si tenemos en cuenta que necesitamos situar una luz también en ¥, el
namero de focos seré:

4(§+1j+1:2k+5 4

Como P tiene 4k vértices concavos, se verifica que 4k = (n/2)—2, 0 lo que es igual 2k = (n/4)-1. Sustituyendo
en (4) tenemos:

" 145="144 )
4 4

Si para alguno de los tramos el nimero de concavos & es impar, entonces » no es mdltiplo de 4, pero no
aumenta el nimero de luces, resultando que dicho niimero es |n/4 |+ 4.
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Fig. 7. P necesita | n/4 |+ 4 luces vértice de alcance L = r/2

Una vez analizadas las luces a veces necesarias para iluminar P para L=r—¢ Yy L=r/2, ya podemos
estudiar de forma conjunta el nimero de luces necesarias y suficientes para iluminar el poligono P . Evidentemente
este nimero depende de L , pues por ejemplo si L =r el poligono se iluminara colocando una luz en el vértice V' y
otro caso esta circunstancia no sera cierta. En el siguiente teorema analizamos el nimero de luces necesarias y
suficientes para iluminar completamente P, en funcion del alcance de iluminacién L .

Teorema 3.5 Para todo poligono escalera P con n vértices, el numero de luces vértice de alcance L, a veces
necesarias y siempre suficientes para iluminarlo son:

1 siL=r 5
lnia]+0Q) si(i2)<L<r (6)

Demostracion. El caso L =r es evidente colocando una luz en V. En el Lema 3.3 hemos visto que al rebajar
ligeramente el alcance, podemos llegar a necesitar un nimero de luces igual a |n/4|+2. Para terminar la
demostracién basta comprobar que Ln/4J+ 4 luces de alcance /2 son suficientes para iluminar cualquier poligono
escalerade n Vvértices. Por el Lema 3.2 tendremos siempre tres luces en los vértices V', a; ¥ a,, .

Como se puede observar en la Fig. 8, colocando luces de alcance L=#/2 en V', a;, a,, Y en los vértices
céncavos alternos, (lo que supone un total de |_n/4j+ 2 luces), puede quedar totalmente iluminado el poligono P .

Sin embargo, esta “buena” situacion respecto a la iluminacion no siempre se verifica, pudiendo darse casos
“desfavorables”, que aumentaran el nimero de luces y que analizamos a continuacion.

e Caso 1: Existen zonas interiores a peldafios sin iluminar con luces de alcance superior a /2, situadas
en cdncavos alternos, (es decir, existen vértices cdncavos consecutivos que distan mas de »/2 o
peldafios de anchura o altura superior a »/2).

Segun se muestra en las Fig. 7 y 9 (a) puede suceder que al colocar luces en los vértices concavos alternos
no quede totalmente iluminado el poligono, si la distancia entre los dos vértices concavos que determinan un
peldafio es superiora L=r/2.
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Coéncavos alternos

Fig. 8. lluminaci6n de P con vértices concavos, V', a; y a,,

Notemos que esta situacion se puede producir como maximo tres veces, pues si dibujamos peldafios cuya
diagonal, (el segmento que une los extremos del peldafio), mida mas /2, haciendo dos de ellos de
altura/anchura tan pequefia como se quiera, quedara a uno de sus lados o en el centro de ambos una longitud
en la que no podemos colocar mas que otro peldafio de altura o anchura superior a »/2. Para solucionar esta
situacion, es necesario colocar luces en ambos vértices cdncavos, lo que puede determinar dos vértices
adicionales. Por otra parte como se muestra en la Figura 9 (b), si un peldafio de P tiene anchura o altura
superior a r/2, puede suceder que necesitemos también colocar una luz en el vértice convexo de dicho
peldafio. Sin embargo esta situacion solamente se puede presentar una vez, pues si la altura y anchura del
peldafio es superior a #/2 en los peldafios superiores e inferiores no podremos reproducir esta situacion.

@ (b)

Fig. 9. Situaciones de peldafios desfavorables

Por tanto, el nimero de luces de alcance »/2 suficientes para iluminar P es:

n n
{ZJ+2+2={ZJ+4 @)

Caso 2: Existen zonas interiores a P, (exteriores a peldafios), sin iluminar con luces de alcance
superior a r /2, situadas en concavos alternos.

En este caso, como se muestra en la Figura 10, pudiera suceder que colocando luces de alcance »/2 en V' y
en dos vértices concavos alternos, b, y b, no se ilumina una zona de P . Colocando una luz en el vértice
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intermedio b, y colocando alternadamente luces en los vértices concavos a partir de él, quedara iluminado

el poligono. ¢Cudntas veces se puede dar la situacion anterior? En el peor de los casos esta situacion se
repetird dos veces y podra producir que necesitemos colocar una luz mas en un vértice concavo, por el orden
de colocacion de luces en dichos vértices. Por tanto el ndmero de luces suficientes para iluminar sigue

siendo:
[ZJ+2+1=LZJ+3 (8)

Zonasin
iluminar

Fig. 10. Existen zonas interioresa P sin iluminar

Por otra parte podemos tener situaciones en las que tengamos un peldafio desfavorable del Caso 1 y otro del
Caso 2, pero solamente se puede dar uno de cada situacion, con lo que el nimero de luces suficientes para iluminar
P seguirdsiendo |n/4 |+ 4.

4 Conclusiones

Hemos estudiado en este articulo algunos aspectos de la visibilidad de alcance limitado en poligonos escalera. Se
demuestra que el intervalo de valores significativos para el alcance L en dichos poligonos es [r/2,r], donde r esel

radio del poligono. Ademas se prueba que Ln/4J + O(2) es el nimero de luces a veces necesario y siempre suficiente
para iluminar cualquier poligono escalera, cuando el alcance L e [r/2,r). Queda pendiente el estudio de otros tipos

de poligonos ortogonales, como pueden ser los poligonos piramide, y de la iluminacién con luces no situadas en los
veértices del poligono, pudiendo afiadir como elemento interesante a analizar el estudio de este tipo de iluminacion
considerando métricas distintas a la euclidea, para medir el alcance de iluminacion.

Un trabajo también interesante y pendiente seria el analisis de este problema usando técnicas aproximadas y
heuristicas, como podrian ser por ejemplo, las técnicas basadas en simulated annealing o algoritmos genéticos.
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