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Resumen

Un Sistema en Tiempo Real (STR) implantado en una computadora digital, interactta con el mundo fisico a través
de acondicionamientos de variables (sensores, actuadores convertidores Analogico/Digital A/D 'y
Digital/Analdgico D/4) y procesa sus peticiones mediante tareas concurrentes con restricciones temporales. En
general cada una de las variables del proceso dindmico (entradas, salidas y estados) es relacionada con una Tarea
en Tiempo Real especifica; si se trata de un sistema multivariable, entonces se tendra un conjunto de Tareas en
Tiempo Real por cada arreglo de variables donde cada una tendrd que dar respuestas correctas acotadas
temporalmente. En este trabajo se desarrolla un modelo matematico para la representacion de tiempos de arribo de
Tareas en Tiempo Real Concurrentes, en donde se incluyen las caracteristicas generales del comportamiento de
los arribos descritos por varios autores. Adicionalmente se propone un criterio para dar la estabilidad del sistema.
Palabras clave: Sistema en tiempo Real, Tarea, Evento discreto, Funcidn de transicion, Interarribo.

Abstract

A Real-time system implemented in a computer, interacts with the real physical world through variables
conditioners (sensors, actuators, D/A and A/D converters) and processes each processing need as concurrent tasks
with temporal deadlines. In general each variable of the dynamic process (inputs, outputs and states) is related
with a specific task; if it is about a multivariable system then there is going to be a set of tasks for each variable
where each will have to be answered correctly with temporal bounds. In this paper a mathematical model for the
representation of arrival times of concurrent Real-time tasks is treated. Additionally a stability analysis is
proposed.

Keywords: Real-time system, Task, Discrete event system, Transition function, Inter-arrivals.

1 Introduccién

En el presente documento se desarrolla el modelo multivariable para tiempos de interarribo de Tareas en Tiempo
Real concurrentes. Este modelo se fundamenta en las concordancias con varios autores que abordan trabajos
relacionados con los Sistemas en Tiempo Real y se busca tener los comportamientos descritos en algunos de sus
articulos para darles una descripcién matematica integral. Con tal modelo se busca representar las caracteristicas mas
importantes de los tiempos de arribo de las Tareas en Tiempo Real para poder ofrecer un criterio de estabilidad.
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1.1 El Estado del Arte del Modelado de Tiempos de Arribo en Tareas en Tiempo Real

Liu y Layland (Liu C. y Layland J., 1973) se caracteriza a una tarea por dos estados que describen: su tiempo de
arribo y su tiempo de ejecucién, respectivamente. Con z;, ..., 7, denota m tareas periddicas, con sus periodos de
tiempo T}, T>,..., T, Yy sus tiempos de ejecucion C;, C,,... ..... C,, respectivamente. Algunos autores como por ejemplo:
Cerviny Eker ( Cervin A.y Eker J.); Gardner y Liu (Gardner M. K.y LiuJ. W. S., 1999); Aydin, Melhem, Mossé y
Mejia-Alvarez, (Aydin H., Melhem R., Mossé D. y Mejia-Alvarez P., 1999) han usado el modelo de Liu y Layland,
para representar las tareas y poder aplicar técnicas de planificacion.

Mok y Chen (Mok A. K. y Chen D., 1997-2) escriben que Las Tareas en Tiempo Real tipo “multiframe”
quedan definidas por la pareja (7; P) donde 7"es un arreglo de N tiempos de ejecucion ( C’, C,.... ™), con 1<Ny P
es el tiempo minimo de separacién con 0<P. EI tiempo de ejecucion del i-ésimo elemento es C((i_l)mOd(N», donde 1 <
i. Y el plazo para cada instancia es P después de su tiempo de arribo. Los mismos autores en (Mok A. K.y Chen D.,
1997-1) definen una tarea en Tiempo Real a través de la pareja (@, P), donde @ es un arreglo de tiempos de
ejecucion (¢, ¢, ....), y P es el tiempo minimo de separacion. El plazo de cada periodo es P después de su tiempo de
arribo.

Thomadakis ( Thomadakis M. E., 1999) Menciona que un sistema de tareas mezcladas es definido de la
siguiente forma: 7= (z, J,, J,, 4; A,,), por medio de lo cual se pueden clasificar a las tareas en a) Periodicas “hard” ¢
={ (T, C, D, r), i=1,...,n} b) esporédicas J; := { J,; (T'si, Cy, Dyy), i=1,...}, ¢) aperiéddicas “soft” J, .= { J,; (Ca
Dy, ra), i=1,...}, d) interactivas “smooth” 4,:= {J; (C;, F;, Fairness ), j=1,..m}.

Ramanathan y Kang ( Ramanathan P.y Kang D., 1994) definen un modelo de tareas esporadicas, en donde los
tiempos de ejecucidn tienen una variacion estocastica y la funcion de distribucion probabilistica es de la variacion
conocida para el sistema. Ademas cada tarea esporadica es asociada con dos costos, K, y K. Donde el costo del
sistema en caso que la tarea sea rechazada tan pronto como llegue es expresado por K,. El costo del sistema en caso
que la tarea no cumpla con su plazo critico después de ser aceptada por el sistema es expresado por K;. En este caso
el costo para el sistema depende de cuando es rechazada la tarea esporadica. Las tareas son definidas por su tiempo
plazo como (¢, Dy), donde “¢” es el tiempo actual y D, es el plazo. El plazo caracteristico de latarea D donde 7 e
PLS, P es el conjunto de tareas periddicas del sistema y S es el conjunto de tareas esporadicas del sistema D,.

Choi y Agrawala (Choi S. y Agrawala A. K., 1997) describen las tareas aperiddicas z; (del conjunto de tareas
aperiodicas 7={ 7;, ..., 7,/ ) considerando el Tiempo de arribo R;, Plazo absoluto D, Peor tiempo de ejecucion C,
Variable de ejecucion ¢; denotando el tiempo de procesamiento ya hecho para z; en cualquier instante de tiempo,
Variable de ejecucién w; denotando el Gltimo de comienzo o de 7, que es una funcién del tiempo actual “¢” y el
valor de e, Tiempo de arribo menor est(i), Tiempo de arribo mayor Is¢(i). Para las tareas esporadicas del tipo criticas
asumieron que el “tiempo de listo” (ready time) es igual al tiempo de arribo. Asumieron ademas que la planificacion
inicial de las instancias se da en una ventana de planificacion /0, L], denotada por I donde T= {7, 7, ...7,} €5 Un
conjunto de instancias de tareaen 7y 7; <z.;. Cada tarea consta de los siguientes parametros en el planificador: a)
Tiempo de Liberacién Virtual (virtual release time) R;, b) Plazo Virtual (Virtual Deadline) D,(<L), c) T es el espacio
de tiempo del planificador /0,L] Definen un conjunto S={S;, S,,...,S,,} como el conjunto de tareas esporadicas que
tienen que ser planificadas con 7, para cada tarea esporadica S; y se asume que se conocen el tiempo minimo de
inter-arribo &; , el tiempo maximo de ejecucion ciS y el plazo relativo dl.S (<8;). También se asume que las S; estan

ordenadas ascendentemente por su plazo relativo, dl.S, ejemplo diss d,il-

Jeffay, Becker y Bennett ( Jeffay K., Becker D. y Bennett D., 1994) definen una tarea 7 como una secuencia
I6gica infinita de instancias .J. Proponen una tarea aleatoria 7 como un conjunto (J, ¢, p), donde J es una secuencia
de instancias (jobs) <Jj, J5,.....> de la tarea 7. Una instancia J; se define con una pareja (r;, d;), donde r; es el tiempo
de arribo y d; es su plazo, “c” es el tiempo de calculo y “p” es la separacién minima entre instancias. En este trabajo
se asumid que los tiempos de inter-arribo son los de razén maxima, o sea el peor caso donde la relacion para el pase
de mensajes que relaciona con los tiempos de arribo, esta descrita:

JGE G} )
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donde r es la razén de llegada de los mensajes y x es positivo, diferente de cero y para cada funcién de razén de
transmision, su valor dependera de la I6gica del proceso.

Jeffay, Stanat y Martel ( Jeffay K., Stanat D. F. y Martel C. U.,1991) describen a una tarea periddica
comentando que estas invocan periodos regulares mientras que una tarea esporadica invoca periodos arbitrarios de
tiempo pero este periodo tiene un valor minimo conocido. De acuerdo a su trabajo, consideran que una tarea “7” esta

formada por una pareja (c,p) donde: a) “c” es el tiempo de célculo méximo de terminacion de la tarea, b) “p” es el

periodo o intervalo minimo entre invocaciones de “7”. Si “T” es periddico “p” especifica un intervalo constante
entre invocaciones. Si “7” es esporadico “p” especifica el intervalo minimo entre invocaciones. Para las tareas
periddicas si #; es le momento de la k-ésima invocacion de la tarea “7” entonces: 1) La (k+7)-ésima invocacion
ocurrird en t..;=t;+p, 2) La k-ésima ejecucion de la tarea 7 debe comenzar después de 7, y debe ser completada antes
de # + p. Para las tareas esporadicas, si “z;” es el tiempo de la k-ésima de la tarea “7” entonces: 1) La (k+1)-ésima
invocacion ocurrird no antes de #+p, por lo tanto #..; > #+p, b) La k-ésima ejecucion de la tarea 7 debe comenzar
después de #; y debe ser completada antes de ¢, + p. Asumieron que las invocaciones de las tareas esporadicas son
independientes y dependen solamente del momento de la Gltima invocacién.

Jeffay (Jeffay K., 1992) define una tarea por un arreglo de 3 elementos:
Tiz(sﬂ{(ci/"ci/‘*ri/1ls ./Sni}rpi)’ (2)

donde: s; es el tiempo de arribo de la tarea T}, el tiempo de la primer invocacion de la tarea T}, {(cii,Cii,ri,)} es un

conjunto de fases donde para cada fase: c; es el costo minimo de computo: el lapso minimo de tiempo de procesador
requerido para ejecutar la fase j-ésima de la tarea 7; hasta completarlo en un procesador dedicado, C; es el costo
maximo de cdmputo: el lapso maximo de tiempo de procesador requerido para ejecutar la fase j-ésima de la tarea T;
hasta completarlo en un procesador dedicado, r; es el requerimiento de recurso: el recurso (si se requiere) que es
requerido durante la fase j-ésima de la tarea T; y p; es el periodo de la tarea: el tiempo de inter-arribo minimo de la
tarea 7;. En el documento describe tareas esporadicas, si embargo su comportamiento en el tiempo no es descrito, su
principal interés es la carga de trabajo para el procesador y la planificacion.

Baruah, Mok y Rosier (Baruah S.K., Mok A. K. y Rosier L. E., 1990) comentan que una tarea esporadica 7;
esta caracterizada por tres elementos: tiempo de ejecucion e;, un plazo d;, y un periodo minimo de separacion p;, con
e; <d;ye; <p, detal formaque T;=(e, d, p;, i<I<n. En este caso, las tareas se representan con tres valores.

Balbastre (Balbastre-Betoret P., 2002) propone un modelo para » tareas periddicas:

T =(1,°. T, s T, ) ©))
de las cuales cada T; es descrito:
T[C = (C[’DI'P['OI’OCW ([))’ (4)
Que en forma simplificada tiene la forma:
T =(C,D,P,0,) ®)

El Modelo de tareas con el cdmputo restringido a ventanas temporales, donde OCW es la ventana de cdmputo
opcional y se obtiene:

oW, = {C[ + A CLZJ} (6)

Donde ( ] indica el nimero n de activaciones de un total de m que una tarea puede ejecutarse con un tiempo de

mi
cdmputo superior al inicialmente signado. Si, en cualquier ventana de m invocaciones consecutivas de una tarea,
puede ejecutarse con un tiempo de computo superior al normal, al menos en n activaciones consecutivas. AC es el

tiempo de computo a incrementos. O; es el offset (fase) del tiempo de arribo.
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Guevara, Medel y Flores (Guevara-Lopez P, Medel-Juarez J. J., Flores-Rueda A., 2002) proponen un modelo
regresivo con promedios méviles para caracterizar los tiempos de arribo dinamico en las Tareas en Tiempo Real. El
modelo es el siguiente:

Xpg = X, + Cl)lk, @)
V=X, + @, (8)

. . 1 2 . . . .
donde los ruidos interno y externo@ « y @« que dependen del sistema computacional y del medio ambiente
respectivamente, no estan correlacionados entre si, pero si con la sefial generadora de tareas y; (y; es el tiempo de

arribo). Las dinamicas internas descritas por x; permiten a través del pardmetro «, y el ruido interno @« modelar las
Tareas en Tiempo Real. Se considera que el tiempo de ejecucion vy el plazo son constantes.

Abdelzaher (Abdelzaher Tarek F., 2000) realiza una representacién de una tarea y aclara que los tiempos de
arribo y plazos son asignados en forma arbitraria. EI tiempo de arribo de una tarea 7; se denota con 4, su tiempo de
ejecucion (posiblemente desconocido para el SO) se denota con C; y su tiempo de respuesta maximo deseado se
denota con D;. Una tarea cumple con su plazo si termina antes de 4; + D;. En el documento 4; + D; representa el
plazo absoluto de la tarea y D; su plazo relativo. EI promedio de utilizacion del procesador U; contribuido por esta
tarea es U=CyD; en el intervalo entre su arribo y el plazo. La representacion es:

T'[:(A[: Ci’ Dl)’ (9)

donde 4;es el tiempo de arribo, C; el tiempo de ejecucion, D; el plazo.

Spuri y Buttazzo (Spuri M. y Buttazzo G., 1996) comentan que para insertar las tareas en un planificador
dinamico, se debe considerar: a) Todas las tareas z;: i=1,...,n tienen plazos criticos; b) Todas las tareas aperiddicas
Ji: i=1,...,m no tienen plazos; ¢) Cada tarea periédica z; tiene un periodo constante 7; y un tiempo maximo de
ejecucion C;, que se considera conocido y puede ser derivado por un anélisis estatico del codigo fuente; d) Todas las
tareas periédicas son activadas simultaneamente al tiempo #=0; por ejemplo, la primer instancia de cada tarea
periddica tiene un tiempo de arribo »;(0)=0; €) El tiempo de arribo de la k-ésima instancia periddica esta dado por :

ri(k)=ri(k-1)+T, (10)

f) el plazo de la k-ésima instancia periodica esta dado por:
dik)=rk)+T;, (11)

g) el tiempo de arribo de cada tarea aperiddica es desconocido; h) el peor tiempo de ejecucion de cada tarea
aperiddica se considera conocido en su tiempo de arribo. Tratando en este trabajo en forma separada a las tareas
periddicas y las aperiddicas. Sin embargo toma en cuenta los tiempos de arribo de forma absoluta de la siguiente
manera:

1) El tiempo de arribo de la k-ésima instancia periddica esta dado por:

ri(k)=ri(k-1)+T, (12)

2) El plazo de la k-ésima instancia periddica est4 dado por :
ditk)=ri(k)+T;; (13)

por lo que considera que el plazo es igual al periodo. Para tareas periodicas considera: a) Todas las tareas z;:
i=1,...,n tienen plazos tipo “hard”, un periodo constante 7; y un tiempo méximo de ejecucion C;, que se considera
conocido y puede ser derivado por un analisis estatico del codigo fuente, b) Todas las tareas peridédicas son activadas
simultdneamente al tiempo #=0; por ejemplo, la primer instancia de cada tarea periddica tiene un tiempo de arribo
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ri(0)=0, c) El tiempo de arribo de la k-ésima instancia periddica esta dado por (2.15), d) El plazo de la 4-ésima
instancia periodica esta dado por (2.16). Para tareas aperiédica considera: a) Todas las tareas aperiodicas J;: i=1, ...,
m no tienen plazos; b) El tiempo de arribo de cada tarea aperiédica es desconocido; c) El peor tiempo de ejecucion de
cada tarea aperiddica se considera conocido en su tiempo de arribo.

Dey, Kurose, Towsley (Dey J. K., Kurose J., Towsley D., 1993) introducen un modelo de planificacion para
Tareas es Tiempo Real llamado IRIS (Increasing Reward with Increasing Service). Este modelo asocia un valor de
“recompensa” a cada instancia segun el tiempo que se le conceda de ejecucién. Entre mas tiempo se le conceda, méas
preciso es el calculo. El valor de la “recompensa” est asociado a una funcién no decreciente y concava.

Lehoczky (Lehoczky J. P., 1996) propone la teoria de colas y su aplicacion a la forma de atencion de las tareas,
se asume que el sistema tiene una cola de atencion y basado en esto se le asignan prioridades a las tareas.

Mejia, Melheim, Mossé y Aydin ( Mejia-Alvarez P., Melheim R., Mossé D., Aydin H., 2003) consideran a las
tareas periodicas expulsivas ejecutandose en un procesador. Las tareas son independientes y no tienen restricciones
de precedencia. La tarea z; llega en el tiempo a;. El “tiempo de vida” de cada tarea z; consiste de un nimero fijo de
instancias r;, después de cada r; instancias la tarea deja el sistema. El tiempo de inter-arribo entre dos instancias
consecutivas z, y 7, se define como:

ly=a,-a. (14)

Considera que el plazo d; de la tarea 7; es igual al periodo T; de cada instancia y que el tiempo de calculo C; es el
peor tiempo de célculo. El tiempo de ejecucion Ci consiste en una parte obligatoria de duracién m; y una parte
opcional de duracion p,.

Lauzac, Malheim y Mossé (Lauzac S., Malheim R., Mossé D.) usan el modelo de Liu y Layland de tareas
periodicas donde la tarea esta representada con su periodo T y su tiempo de calculo y asume que el plazo es igual al
préximo tiempo de inter-arribo. Las tareas periddicas z; se caracterizan por un periodo 7; y un peor tiempo de
calculo C,.

Adas (Adas A., 1997) presenta varios modelos de trafico en redes de banda ancha, entre ellos se encuentra el
modelo ARMA que es el utilizado para el desarrollo del modelo propuesto en esta tesis. EI modelado de trafico es
importante debido a los distintos tipos de aplicaciones que estan surgiendo con necesidad de Calidad de Servicio,
Tiempo Real y Prioridad de Servicio entre ellos el Video con VBR (Variable Bit Rate).

Calandrino, Baumberger, Li, Hahn y Anderson (Calandrino, Baumberger, Li, Hahn y Anderson, 2007) tratan
tareas en Tiempo Real no criticas es sistemas con diversas unidades de procesamiento. EI modelo que se menciona
en este articulo para las tareas, aparentemente s6lo toma la frecuencia de arribo, menciona que el tiempo de
ejecucion se mejora comparado con el tiempo en espera de ser atendido y las restricciones temporales de las
instancias no son tratadas.

Van, Dae, Myung y Myeong (Van Tan, Dae-Seung, Myung-Kuyn, Myeong-Jae, 2006) comentan que el
protocolo 802.11 no fue hecho para soportar trafico en Tiempo Real, sin embargo realizan un estudio y hacen
adecuaciones para calcular el uso de red para las tareas en Tiempo Real. EI modelo de las tareas en Tiempo Real que
usan {Tpd‘,’,Ci,Tdy,-} se forma con un periodo7,, ;, un tiempo de ejecucion C;y un plazo relativo 7, que es usado

por el algoritmo de planificacion EDF, por tanto tenemos. El periodo de la tarea T7,,; se calcula con

Tyy;=T,;+T;,+T,,, donde T,; y T, son el plazo de cada tarea en Tiempo Real para transitar en lared u 7, es

el retardo del conmutador (switch).

Morales, Vasques, Portigal y Fonseca (Moraes R.; Vasques F., Portigal P. Fonseca J. A., 2006) tratan el trafico
en Tiempo Real usando un medio de transporte fisico com(n entre conexiones de tiempo-real y otras que no solicitan
restricciones temporales. Los procesos con restricciones de Tiempo Real tienen tiempos de arribo caracterizados con
un valor medio 4 vy una desviacion estandar o donde o/ <1% . Se considera que la longitud de los mensajes de

los procesos en Tiempo Real son constantes.
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1.2 Propuesta del Modelo para Tiempos de Arribo de Tareas en Tiempo Real Concurrentes

Definicion 1. (Tarea o Tarea en Tiempo Real) Una Tarea en Tiempo Real (TTR) es una entidad ejecutable de
procesamiento que al menos se caracteriza por un tiempo de arribo, un tiempo de ejecucion y una restriccion
temporal y se representa con J;, (donde la i significa “tarea i-ésima”). Cada TTR esta formada por un conjunto de

instancias j; ;. , tal que J; = {jl-,k} con i,n € Z" (donde la k significa la k-ésima instancia).

Definicion 2. (Instancia) Una instancia J, es una unidad de trabajo de una tarea J;, queda definida con

“_»

Jix =, cp,dy) para ik € Z* donde 7y es el tiempo de arribo relativo o interarribo de cada instancia; ces

el tiempo de ejecucion de cada instancia y dk es el plazo relativo de cada instancia.

Definicion 3. (Tiempo de arribo absoluto de una TTR). El tiempo de arribo absoluto lk de una instancia estd

definido como el tiempo en que la instancia pide atencion al procesador en relacion con el origen temporal de
referencia. Tal arribo corresponde al indice k de la instancia j;, correspondiente a la tarea J;.

Definicion 4. (Tiempo de arribo relativo o inter-arribo de una TTR). El tiempo de interarribo o tiempo de arribo
relativo T de una TTR en su instancia con indice k estad definido como el tiempo en que dicha instancia pide atencion

al procesador, tomando como referencia el tiempo de arribo inmediato anterior o, de otra forma de la instancia con
indice k-1. En el caso de muestreo de variables, El tiempo de inter-arribo puede estar relacionado con el criterio de
Nyquist (ver Nyquist H. (1928)).

Un Sistemas de Eventos Discretos (SED) (Passino K. M. y Burgess K. L., 1998) es un sistema dindmico que
evoluciona en el tiempo con ocurrencias de eventos o posibles intervalos de tiempo irregulares. En este contexto, un
sistema en Tiempo Real es un caso particular de un sistema de eventos discretos porque su comportamiento queda
completamente representado como sigue:

Definicion 5. (Tareas en Tiempo Real Concurrentes). Un Conjunto G de Tareas en Tiempo Real Concurrentes
{G}}, esta definido por un sistema de eventos discretos tal que:

G=(X.&f,.8.E,) (15)
Donde:

X : Es conjunto de valores de los tiempos de interarribo {7Z'l-y X } VikeZ".

¢ : Es el conjunto de TTR (Tareas en Tiempo Real) {J;}, € = {J,‘}

£, : Es la funcion de transicion entre estados f, .7, —> T

g : Funcion que mapea de X a P(X)-{0}, g: X —> P — {0} donde P representa el conjunto potencia.

E, : Conjunto de trayectorias posibles desde r; ; hasta ;. con i,k,meZ".

En el sistema quedan contenidas las caracteristicas de cada una de las variables que intervienen en los TA de las
TTR.

Lo anterior define el ambiente de las TTR y le da las caracteristicas de un Sistema de Eventos Discretos.
Ampliando las caracteristicas de los elementos anteriormente mencionados se tiene:
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X: X c R*U{0}, keR", es un conjunto acotado por ambos lados, 0<x <o, VxeX. Los valores de X,
deben contener todos los valores posibles de TI, en otras palabras, debe contener los subconjuntos X' X2,..., X"
donde X™, VmeZ" representa el subconjunto de los valores probables de TI para la tarea “m”. Cada conjunto
X", Vme Z" queda definido por una tarea, de la cual va a representar todos sus los valores posibles en cuanto a TI.
& :  Eselconjunto de TTR (Tareas en Tiempo Real) {,J}, e ={,J}, VieZ", 0<i,

Cada TTR ,J, VieZ", 0 <, tiene tres componentes que son un Tiempo de Interarribo, un Tiempo de Ejecucion
yunPlazoosea: ;J ={(;7;,;cx.idy)}, VijkeZ®, 0<i.
f.: Es la funcidn de transicion entre estados f, : 7, — 7,4

El mapeo se hace con un modelo AR de primer orden y se comporta como un proceso markoviano. Para una
sola TTR se puede representar por las ecuaciones

T T
fe. k k+1 (16)
Jol >,

donde 7, representa una solatareay IT, representa multiples tareas. Todos los valores que se obtengan deben estar

contenidos en X y dado que son valores estocasticos estacionarios, deben estar representados por un valor medio
(media aritmética) y maxima desviacion con respecto a éste.

g: Funcién que mapea de X a P(X)-{0},
g:X — P-{0}, donde P representa el conjunto potencia,

E,: Conjunto de trayectorias posibles desde 7; ; hasta 7z con i,k,meZ",

ik+m
E, ={7ri}, ieZ”,
E, : Conjunto de trayectorias posibles de 7z; ; — 7, ., (que se aplican al caso en especifico) con i,k,me Z" .

1.3 Andlisis de Estabilidad

La estabilidad en este sistema de eventos discretos debe abordarse considerando que los valores que se producen
especificamente por la funcion de transicion deben ser acotados por un maximo y un minimo o en el caso de
representar los tiempos de arribo absolutos, tener alguna razén de aumento con significado valido. Por tanto el
sistema se considera estable por el criterio de “estradas acotadas, salidas acotadas” (BIBO por sus siglas en inglés) y
para conocerlas se deben conocer los valores maximos y minimos para la funcion de transicion, mismas que son los
limites del conjunto X o las razones de cambio cada vez que se produzca un aumento en el valor (Ogata K., 1998).

Para un sistema cualquiera la estabilidad reside en la relacién del comportamiento de las salidas con respecto a
las entradas, lo que se conoce como funcién de transferencia (Ogata K., 1998). En el caso del Sistema de Eventos
Discretos el conjunto X representa los valores posibles para las salidas del sistema y la funcién de transicion nos da
la forma en que van sucediendo. Dado que el conjunto X de valores posibles de salida es representativo del
comportamiento de los tiempos de interarribo, estos deben manifestar el comportamiento de los tiempos de
interarribo de tareas en Tiempo real de tipo periédica, aperiodica.

En los que coinciden varios autores es que los valores que se producen para los casos de TTR periddicas y
aperiddicas estan acotados, y en sus articulos proponen distintas funciones para representar su comportamiento, que
en el modelo de Eventos Discretos representa la funcién de transicion. Por lo anterior se puede decir que la
estabilidad del modelo es un mapeo de los valores producidos por la funcion de transicion al conjunto X de valores
posibles.
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La funcidn de transicion f, es un mapeo

Je T > Ty (a7

Tal que se encuentren dentro de un conjunto acotado X de valores posibles.
7Z'k,7Z'k+1eX, VkeZ+ (18)

Y para los casos de tiempos de arribo absolutos,
A= f(7p mpa) € X {AI}CXint (19)

Donde X;, representa los valores de la razon de cambio A/ entre arribos absolutos consecutivos.
Por lo tanto el sistema es estable siempre que todos de los valores 7z, ,7,,; € X de la funcion de transicion estén
acotados dentro del conjunto X;, . Esto significa que la velocidad de cambio entre estados de f, esta acotada.

A continuacion se trataran dos criterios de estabilidad que se pueden aplicar a la funcién de transicién (tiempos
de interarribo) y posteriormente se abordara un tercer criterio relacionado con la nocion de estabilidad para el caso
especifico de tiempos de arribo absolutos.

1.3.1 Estabilidad del Modelo para Tiempos de Arribo de Tareas en Tiempo Real Concurrentes en Sentido de
Lyapunov
Un conjunto invariante cerrado X,, ¢ X de G es estable en el sentido de Lyapunov (Passino K. M. y Burgess K. L.,

1998) con respecto a E, si para cualquier ¢ >0 es posible encontrar algin 6 >0 tal que cuando p(xy,X,,) <J se
tiene:
p(X(xo, Ex k), X, )< & VE, (20)
Tal que
EEcE,(x,), k=0 (21)

Es una concatenacion de trayectorias validas, donde:

X, X es el subconjunto de estados posibles para cada tarea J; (valores posibles de los tiempos de interarribo
7 ¢, Vi,keZ"), es estable en sentido de Lyapunov con respecto a £, como conjunto de trayectorias permitidas,

E, E, representa una concatenacion de cadenas.
X(xo, E, , k) representa el estado final de la secuencia de eventos que comienza en X, yterminaen E, .

X={r,}, ke N", 7, eR* (22)
X:{ﬂk} CON Zpin < 7 < paxs Vk €N (23)

De lo anterior se tiene que la estabilidad de los interarribos 7, ,,Vi,k € Z* de TTR concurrentes J;, Vie Z"

depende de la permanencia de todos y cada uno de los valores dentro del subconjunto X, c X .

De la ecuacion:
p(X(xo, E k) X, )< & VE, (24)

Computacion y Sistemas Vol. 12 No. 4, 2009, pp 460-474
ISSN 1405-5546



468 Daniel Cruz Pérez

Se interpreta que la estabilidad del sistema estd ligada a una region acotada por la distancia maxima de la
trayectoria X(xo, Ek,k) al conjunto X, , siempre y cuando la distancia del primer valor de dicha cadena se encuentre
en una region cercana al conjunto X; y acotada por & como se indicaen p(x,,X;) <8, VS eR*.

Como ya se tiene definidos los maximos y los minimos posibles en los tiempos de interarribo es posible establecer
la desigualdad

‘xo _)(i‘ <|7; max ~ %i,min 1v7(i € Xi

(25)
X0 -zl <e

Donde:
\ﬁmax —;zmm\ = ¢ es la maxima diferencia posible entre los tiempos de interarribo.
\xo — ;| es la diferencia entre el valor inicial de los tiempos de interarribo y el valor de cualquier instancia con
indice “i”.

Por lo anterior, los tiempos de interarribo se consideran estables siempre que todos sus valores estén con tenidos
en un conjunto acotado X y con una desviacion maxima de & con respecto a un valore de referencia.

1.3.2 Estabilidad del Modelo para tiempos de arribo de tareas en Tiempo Real Concurrentes en un Sentido
Amplio

Otro punto de vista de estabilidad se menciona en (Haykin S., 2002) como sigue:

En un sistema estocastico discreto estrictamente estacionario, la funcion de valor medio

#n)= E[u(n)] (26)
donde E denota el operador de esperanza estadistica, la autocorrelacién,
Hn,n—k)= E[u(n)*uln—k)], k=01, 2,..., (27)

donde u(n—k) es el complejo conjugado. La covarianza,

c(n,n—k) = El(u(n)- p(n)\uln—k)= uln—=k))], £=0,1, 2,..., (28)
asumen formas simples. Por ejemplo el valor medio asume un valor constante, por lo que se puede escribir:
y(n)z U, Vn (29)

También se encuentra que las funciones de autocorrelacién y la covarianza dependen solamente de la
observacion en el momento n y en n-k, 0 sea dependen de la secuencia de intervalos desde k hasta n

r(n,n—k):r(k), (30)
c(n,n —k):c(k) (31)

Las ecuaciones anteriores no son suficientes para garantizar que el proceso es estrictamente estocastico, pero un
proceso estocastico que es “no estrictamente estacionario” y que cumple estas condiciones se dice que es
estacionario en un sentido amplio (wide-sense stationary) o estacionario de segundo orden. Un proceso estrictamente
estacionario, es estacionario en sentido amplio (Doob L. J., 1953) si y solo si:
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Ehu(n]zJ«n, neZ* (32)

La condicion anterior se obtiene con r(n,n— k)= Efu(n u(n— k)| cuando =0, o sea

r(n,n):E[u(nW]zE[u(n)z] (33)

aplicandolo al caso del sistemas de eventos discretos antes mencionado, ya que los valores de todos los tiempos de
interarribo estan contenidos y acotados por valores conocidos, los valores de las esperanzas al menos estan acotados
por los valores méximos y minimos de los tiempos de interarribo, que siempre son menores que infinito.

Estabilidad para los tiempos de arribo absolutos
Para los tiempos de arribo absolutos, el criterio de estabilidad cambia, ya que el tiempo de arribo absoluto va

aumentando conforma se incrementa el valor de k, por lo que los limites de X no estan acotados.
Para este caso el criterio de estabilidad se basa en la nocion de que el incremento del valor del tiempo de arribo
absoluto para la instancia k£ aumenta de forma acotada, en otras palabras:

Dando como resultado a los tiempos de interarribo
Alk :lk _lk—l' (35)

Y por tanto:
Toin <AL £ Tax (36)

Lo anterior limita los incrementos de los tiempos de arribo absolutos Al en el instante & a los valores
contenidos en el conjunto X (tiempos de interarribo), los cuales si tienen cotas y delimita los valores posibles de
Al, dentro de un criterio de estabilidad. Esto implica que el conjunto X incluye los valores posibles de 7, y los

valores posibles de /, .
Los valores posibles para los tiempos de interarribo 7z, se encuentran contenidos en un subconjunto de X :

reX, , X, cX,VkeZ" @37)
Xzz g[ﬂmin'ﬂmax) (38)

Por lo anterior podemos concluir que el sistema es estable siempre que se cumpla con que los valores
producidos por la funcién de transicion estén contenidos en el conjunto acotado de valores posibles de los tiempos de
interarribo.

1.4 Ejemplos
a) Sea una Tarea en Tiempo Real J con neZ" instancias y una funcion de tiempos de arribo absolutos ;= I+ y
m=2 U.T. (Unidades Temporales); modelar la tarea como un evento discreto y obtener las graficas correspondientes.
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Solucién
L= L. tmy m= 2 U.T. (Unidades Temporales) representa los tiempos de arribo absolutos para una tarea con

comportamiento periddico, con periodo 2 U.T. El conjunto X se define como X = {lk}, donde [, =k*2, VkeZ".
X={l} Vi,keZ"*, e={J}porque esunasolatarea, f,: L,k , f.=hk= f,=L,+2, g={li}—> P(l;) - {0}
Ev = { ll—) ]21 lz—) 131 lk—l_) l/‘y ll—) ]21 11—) lz—) 13, ll—> > ln’}

Andlisis de estabilidad
Como las variaciones entre los tiempos de interarribo son:
Aly =1 =1,y =2%k—2*(k-1) (39)
Al =1, 1, ;=2

El sistema se considera estable porque las variaciones estan contenidas en un conjunto acotado.
Dando como resultado a los tiempos de interarribo:

Y por tanto:
T <Al <7y (41)

Lo anterior limita los incrementos de los tiempos de arribo absolutos Al en el instante & a los valores
contenidos en el conjunto X (tiempos de interarribo), los cuales si tienen cotas y delimita los valores posibles de
Al, dentro de un criterio de estabilidad:

Tin < Al < Tiax (42)

Lo anterior implica que el conjunto X incluye los valores posibles de 7z, mas los valores posibles de /, .
Los valores posibles para los tiempos de interarribo 7z, se encuentran contenidos en un subconjunto de X :

meX,, X,cX,VkeZ", (43)

X =[Zmins Tmax) - (44)

pi (interarribo)
N

|

|
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Gréfica b) El eje de las x representa Is instancia "k"

| (tiempo de arribo absoluto

frecuencia
=
o
o

Gréfica c) El eje de las x representa el tiempo de interarribo

Fig. 1. Figura de tiempos de interarribo para ;= I, ;+m y m=2 U.T.
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b) Sea una Tarea en Tiempo Real J con neN" instancias y una funcién de tiempos de arribo absolutos /,= [, ;+m y
m=2 U.T. (Unidades Temporales); modelar la tarea como un evento discreto y obtener las graficas correspondientes.

Solucién:
L= L. tmy m= 2 U.T. (Unidades Temporales) representa los tiempos de arribo absolutos para una tarea con

comportamiento periédico, con periodo 2 U.T. El conjunto X se define como X = {lk}, donde /, =1I, , +2,
VkeN* X ={0,2,..1 }, VI, par
X={l} Vi,k e N*, ¢ ={J}porque esunasolatarea, f,: L,k f,=h= f,=0L,+2, g={l}— P() - {0},

Ev = { 11—) 121 12—) 131 Zk—l_> lk', Zl—> 12' 11—) Zz—) 13, ll—) > Zn' }

Analisis de estabilidad
Como las variaciones entre los tiempos de interarribo son:
Al =1, -1, = (lk—l + 2)_ Ly (45)
Al =1,—1_,=2 (46)

El sistema se considera estable porque las variaciones estan contenidas en un conjunto acotado.
Dando como resultado
Al =2 (47)

Y por tanto:
Al =7, (48)
Lo anterior limita los incrementos de los tiempos de arribo absolutos A/ en el instante k£ a los valores

contenidos en el conjunto X (tiempos de interarribo), los cuales si tienen cotas y delimita los valores posibles de
Al, dentro de un criterio de estabilidad:

Toin <AL <7000 (49)

ﬂ-min < ﬂ-k—l < ﬂ-max

Lo anterior implica que el conjunto X incluye los valores posibles de 7, mas los valores posibles de /, .
Los valores posibles para los tiempos de interarribo 77, se encuentran contenidos en un subconjunto de X :
reX X cX,VkeZ" (50)

X;r - [ﬂ-min'ﬂ-max) (51)
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Gréfica c) El eje de las x representa el tiempo de interarribo

Fig. 2. Figura de tiempos de interarribo para ;= I, ;+m.y m=2 U.T.

Conclusiones

En el presente documento se present6 un modelo matematico para representar tiempos de arribo de tareas en Tiempo
real concurrentes. Primeramente se realizd una bisqueda bibliografica para encontrar libros y articulos relacionados
con el tema. Con base en varios autores se determinaron las caracteristicas generales de los tiempos de arribo de
distintas tareas en Tiempo real para ver los tipos de comportamiento que el modelo a proponer pudiese ser capaz de
representar. Se dieron definiciones basicas para poder abordar el desarrollo del modelo y posteriormente se propuso
el modelo de eventos discretos para tareas concurrentes en Tiempo real. Se mostré que el modelo tiene la capacidad
de representacion de un sistema con una sola tarea asi como modelos multitareas y que lo importante es conocer las
cotas maximas y minimas posibles para los tiempos de interarribo para poder determinar la estabilidad del sistema.
Se presentaron adicionalmente tres criterios de estabilidad del sistema de eventos discretos, dos para los tiempos de
interarribo y uno para los tiempos de arribo absolutos.
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