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Resumen. El problema de conteo de modelos en
formulas Booleanas es un problema #P-completo,
es decir, no se conocen algoritmos deterministas
en el modelo clasico de computabilidad (maquinas
de Turing) que realice este conteo con complejidad
en tiempo polinomial. La dificultad persiste aun
imponiendo condiciones mas restrictivas sobre las
clases sintacticas de formulas Booleanas. En este
articulo presentamos una familia tratable dentro de la
clase sintactica 2u-3MON. La identificacion de esta
familia se hace a través del hipergrafo asociado
a estructuras simples como cadenas y ciclos. Se
identifican también operadores matriciales que actdan
sobre estas estructuras; estos operadores conducen a
algoritmos eficientes que efecttian el conteo de modelos
sobre la familia identificada en tiempo lineal con respecto
al nimero de clausulas de la férmula instanciada,
a diferencia de los métodos basados en invariantes
hipergraficos (como el ancho de arbol) que realizan este
conteo en tiempo cubico.
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Model Counting in the 2,~-3MON
Syntactic Class

Abstract. The counting model problem in Boolean
formulas is #P-complete, i.e., there is no known
deterministic algorithm in the classical computability
model (Turing machine) that makes this count in
polynomial time. The difficulty persists even imposing
more restrictive conditions on the syntactic classes
of Boolean formulas. In this paper we present a
treatable family within the syntactical class 2u-3MON.
The identification of this family is done by using the
hypergraph associated with simple structures such as
chains and cycles. Then, matrix operators acting over
these structures are identified; these operators lead to
efficient algorithms that perform the model counting on
the identified family in linear time for the number of
clauses in the instantiated formula; unlike hypergraphic
invariant based methods (such as tree width), which
perform the count in cubic time.

Keywords. #SAT, syntactic class, hypergraph.

1. Introduccion

El problema de computar el ndmero de
modelos de una férmula Booleana es conocido
como el problema #SAT y surge como una
extension natural del problema de decisién
de satisfactibilidad (problema SAT), que fue
introducido en el campo de la complejidad
computacional en 1971 por Cook [4]. El problema
#SAT ademas de ser un problema interesante
por si mismo en el ambito de la teoria de
la computacion, resulta también interesante por
su aplicacion a diversos problemas en otras
disciplinas. Por mencionar algunos ejemplos,
en inteligencia artificial la actualizacion de una
base de conocimiento expresada en términos
de férmulas Booleanas puede realizarse a
través del calculo de revision de creencias que
efectlia un agente inteligente cuando surge nueva
informacion que se contrapone con parte de
la informacion de la base [11]. En estructuras
moleculares, resulta interesante determinar el
indice de Merrifield-Simmons [10], este concepto
equivale a contar conjuntos independientes en un
grafo o determinar el numero de modelos en una
formula Booleana monétona formada a través de
conjunciones de clausulas con dos literales [16].

En su generalidad, #SAT es un problema dificil.
Valiant [17] demuestra que este problema se
encuentra ubicado en la clase #P-completo, aln
mas, se ha demostrado que este problema es dificil
de aproximar; es decir, no se conocen algoritmos
de aproximacion aleatoria que se aproximen al
nimero de modelos de una férmula Booleana
dentro de cierto radio p, dependiente del tamano
de la instacia del problema, con probabilidad > 3/4
[14]. Debido a esto existen diferentes formas de
restringir o tratar este problema [5, 6, 9].

Un primer caso de simplificacion es considerar
formulas Booleanas en forma normal conjuntiva
(CNF) como férmulas de entrada al problema.
Si € denota una subclase sintactica de férmulas
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Booleanas en CNF, entonces con #C denotamos
su correspondiente problema de conteo, es decir,
el problema de contar modelos de férmulas
pertenecientes a la clase €. Un segundo caso es
el de imponer restricciones sobre el niumero de
literales o el niumero de apariciones de variables
en las clausulas o férmulas, respectivamente. Por
ejemplo, si cada clausula de ¢ tiene a lo mas k
literales, ® se considera una férmula en la clase
kSAT, kMON para férmulas en donde cada una de
sus clausulas tiene a lo mas k literales y ninguna
literal aparece negada y ktHORN para formulas con
clausulas HORN de k literales; una clausula es
HORN si a lo mas tiene una literal no negada.
Si cada variable en la férmula ® aparece a lo
mas k veces, entonces & se considera en la
clase ku-SAT. Con [u-kMON (HORN) denotamos
la clase sintactica de formulas mono6tonas (HORN)
donde cada variable aparece a lo mas [ veces
y cuyas clausulas se constituyen de a lo més &
literales.

Por otra parte, los algoritmos para resolver el
problema #SAT se pueden clasificar en exactos
0 aproximados —un algoritmo es exacto si para
toda instancia de entrada siempre se encuentra
la solucién buscada mientras que, un algoritmo es
aproximado si la solucion que se halla esta dentro
de un intervalo cercano al valor o valores que
se buscan—. Los resultados de los algoritmos
exactos, se pueden agrupar en dos clases, una
que contiene los algoritmos exactos de tiempo
polinomial y otra en donde sélo se conocen
algoritmos de tiempo exponencial.

Existen pocos problemas en la jerarquia de
restricciones sintacticas, para los cuales se
conoce que el conteo exacto del numero de
modelos para una formula Booleana se puede
realizar en tiempo polinomial, de hecho, se tienen
los siguientes resultados relevantes. El primero
se debe a Vadhan [16], quien demostré6 que
#2u-2MON puede ser resuelto usando férmulas
de recurrencia. El segundo se debe a Roth [13],
quien generaliza este resultado a #2u-2SAT. Sus
algoritmos utilizan técnicas combinatorias que se
han mejorado considerando el problema como
un problema de orientacion de grafos libres de
sumideros (un sumidero es un vértice con grado
externo cero) [2]. Por su parte en Fischer et. al [8]
se muestra que si una féormula tiene ancho de arbol
acotado o ancho de clique acotado entonces se
puede establecer en tiempo polinomial el nimero
de modelos. Un resultado similar se presenta
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en [12], basado en la deteccion de conjuntos
backdoor fuertes de tamarno limitado.

En el estudio de las clases sintacticas, existen
muchos resultados obtenidos para #SAT que
estan en la clase de complejidad #P-completo.
Comenzando por los resultados de Valiant [17],
donde se demuestra que dada una foérmula
Booleana @, el contar el nUmero de asignaciones
que la satisfacen es un problema #P-completo.
Roth en [13] demuestra usando una técnica
simple de reescritura que uno puede, a través
de una reduccion parsimoniosa de #2MON a
#41-2HORN, para llegar a que éste Ultimo es
un problema #P-completo. Una funcién f
Y% — N tiene una reduccién parsimoniosa
con g Y5 — N si existe una funcion o
Y7 — X5 computable en tiempo polinomial tal
que f = o o g, una clasula es de Horn si
como maximo tiene una literal positiva. Vadhan en
[15] demuestra que #4.-2MON es #P-completo;
mas tarde, fortalecié este mismo resultado en el
escenario de conjuntos independientes (conjuntos
de vértices en un grafo que no contienen
ambos puntos extremos de cualquier arista) para
demostrar que también el conteo de conjuntos
independientes en grafos bipartitos planos de
grado maximo 4 es #P-completo [16]. Dyer
y Greenhill en [7] presentan resultados que
mejoran los obtenidos por Vadhan mostrando que
#31-2MON es #P-completo. Finalmente, Bubley
y Dyer demuestran en [3] que #2u-SAT es
#P-completo y establecen que #2u-MON también
es #P-completo. Dentro de las versiones de #SAT
cuya clase de complejidad aun permanece sin
determinarse, estan #2u-3MON y #24,-kSAT con
k> 2.

En el presente articulo se propone, utilizando la
idea de conteo de modelos mediante operadores
matriciales, una familia de funciones tratable
dentro de esta clasificacion sintactica. La
tratabilidad de esta familia queda determinada de
acuerdo a la estructura topoldgica del hipergrafo
asociado a la férmula. Un hipergrafo es un par
de conjuntos disjuntos G = (V,E), donde V
es llamado conjunto de vértices o nodos y F,
llamado conjunto de hiperaristas, tiene como
elementos subconjuntos de V' que pueden tener
cardinalidad arbitraria, si todos las hiperaristas
tienen cardinalidad 2, G se llama grafo y F
conjunto de aristas. Esta estructura de hipergrafo
es adecuada para férmulas en CNF con clausulas
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de mas de dos variables, ya que éstas son
identificadas con las hiperaristas de un hipergrafo.

La contribucion principal de este trabajo es la
identificacion, mediante operadores matriciales, de
subclases sintacticas tratables correspondientes
a hipergrafos que se presentan como cadenas
y ciclos; aqui las cadenas son secuencias
finitas de hiperaristas, donde dos hiperaristas
consecutivas tienen uno o dos nodos comunes
y son ajenas si no son consecutivas, la cadena
es simple o alternada dependiendo si sus
hiperaristas consecutivas coinciden en un nodo
0 si se combinan con hiperaristas consecutivas
coincidentes en dos nodos. Un ciclo es la union
de una cadena con una hiperarista que conecta
los extremos de ésta, también el ciclo puede ser
simple o alternado en dependencia de si sus
hiperaristas consecutivas se conectan en uno o
dos nodos.

La organizacion de este documento fue
planeada de la siguiente manera. La seccion
I, se reserva para la introducciéon y motivacion
del problema; en la seccion Il, se introducen la
notacién y los conceptos basicos del trabajo. En
las secciones lll y 1V, se presentan los operadores
que permiten realizar el conteo de modelos sobre
las estructuras identificadas. En la seccion V, se
presenta una discusion sobre la complejidad de
los algoritmos que se pueden derivar de nuestros
resultados; asi como la relaciéon que existe con los
ancho-conceptos. Finalmente, en la seccion VI, se
comentan las conclusiones y el trabajo futuro.

2. Modelos y cargas

En esta seccién se introducen los conceptos
de carga y carga conjunta de una y dos
variables respectivamente, relativas a una férmula
Booleana. Se establecen algunos resultados
simples sobre el conjunto de modelos de una
formula Booleana que seran de utilidad en las
secciones que siguen. De aqui en adelante
cuando se mencione la palabra “formula”, se
debera entender “férmula Booleana”.

El conjunto de variables de una férmula ® se
representa mediante la notacion Var(®) y Lit(®P)
denota su conjunto de literales, una clausula ¢ con
literales ¢4, ..., ¢. se denota como ¢ = {/y,..., ¢},
una férmula ® en CNF con clausulas ci,...,c,,
se escribe como ® = {¢y,...,¢p}. La formula @
puede ser identificada con un hipergrafo G4 cuyo
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conjunto de vértices es Lit(®) (Var(®) para el
caso mono6tono) y con hiperaristas en el conjunto
{¢1,...,cm}, €N consecuencia, si se menciona
alguna propiedad grafica sobre la formula @, se
debera entender que dicha propiedad se refiere
al hipergrafo asociado Gg, por ejemplo, que la
formula ® sea conectada significa que el hipergrafo
G¢ es conectado, esto es, para cualesquiera dos
nodos a y b distintos de G4 existe una secuencia
finita de hiperaristas ¢y, ..., ¢, en G¢ tales que a €
Cl,bGCk,CimCi+1 #@yciij:(Z)Si|’i—j |> 1.
Si A es un conjunto, |A| denota su cardinalidad,
M (®) es el conjunto de modelos de la formula @ y
M¢ (2, 2s,...,2,) (P) €8 €l conjunto de modelos con la
restriccion C sobre las variables x1, zs, ..., z,, de ®.
Por ejemplo, dada una férmula ®, M,_(®) es el
conjunto de modelos de ® tales que tienen el valor
de 1 en la variable x y M,—1 ,=0(®) es el conjunto
de modelos de @ tales que toman el valorde 1 enla
variable z y el valor de 0 en la variable y. Observe
que Mc(z, a2, (®) € M(®P), para cualquier
restriccion C, esto es C(x1,x2,....,x,) = {x1 =
i1, L3 =1d2,...,Tn = in}, ix € {0,1}. Enlo que sigue
N denota el conjunto de los nimeros naturales y
N2 son parejas ordenadas (m, n) de naturales que
seran denotadas indistintamente como vectores

I m .
renglon (m,n) o vectores columna <n> Si ¢

denota una matriz o vector, serd denotado con
negrita q.

Dada una formula @, con @c(g ay...20)

denotamos la férmula que resulta de simplificar ®
al asignar parcialmente los valores de la restriccion
a las variables z1,-,...,2,. Por ejemplo, para
i € {0,1}, ®,_; denota la formula que resulta
de simplificar ® al asignar parcialmente el valor
de ¢ a la variable z. En el caso particular de
¢ = {{z,y}, {y,w, 2}, {x,u}}, otros ejemplos son:
Py=0 = {{y},{y,w,z}{u}}, Pp=1 = {{vavz}} y
(I):r:O,zZI = {{y}}

Sea R,—;(®) el conjunto de variables diferentes

de z eliminadas cuando ® es simplificada a ®,_;,
esto es,

Ry=i(®) = Var(®) \ ({2} U Var(®,=)).

En el ejemplo precedente, R,—1(®) = {u}. Para
dos férmulas @ y @' tales que la interseccion de los
conjuntos Var(®') y Var(®’) contiene Gnicamente
a {z} o es vacia, se cumplen:

Var((®U®'),—;) = Var(®,—;) U Var(®,_,) y (1)
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Var(®,—;) N Var(®,_,) = 0. (2)

Dada una formula ® e i € {0, 1}, tenemos
Momi(®)] = 2,5, () IM(Bmi)] (3

DEFINICION 2.1. Dada una férmula & y una
variable « € Var(®), la carga de «x relativa a ®, es
la pareja ordenada (m,n), tal que m = |M,—1(P)|
y n = |My—o(®)|, esta pareja es denotada como
#sat(d, ).

La siguiente definicion es de utilidad cuando se
tiene informacion sobre el nimero de modelos de
una férmula concentrada en dos variables.

DEFINICION 2.2. Dada una férmula & y dos
variables =,y € Var(®), la carga conjunta de
x relativa a ®, es la matriz (m,,), tal que
m;j = |My=; y=;(®)|, i, € {0,1}, esta matriz es
denotada como #sat(®, z,y).

Observacion 1. En general, si denotamos con A;
el conjunto de valores en {0,1}" donde se cumple
la restriccién Cy(z1,z2,...,x,) para i € {0,1}, y
si A1 y Ay son disjuntos, entonces M¢,uc, (®) =
Me, (®) U Mc, (®), de donde se sigue que

[Meyue, ()] = [Mo, (@) + [Mce, ()]

Dadas =,y variables de ®, las siguientes
igualdades son un ejemplo de la observacion 1.

1-M(@)| = [My=1(®)| + |[Mp=o(®)]
2oAM(®)| = [Mym1 et (B)] + [ Moo,y (®)]+
+|]V[w:0,y:1 ((I))| + ‘Mw:O,yZO(q)”
B[ My=1(®)|=  [Ma=1,y=1(®)| + [Mz=1,y=0(®P)|
4| My=o(®)|=  [My=0,y=1(®)| + |Mo=0,y=0(P)|

y a su vez de estas igualdades tenemos las
siguientes relaciones matriciales.

#sat(d,z) = #sat(d,z, y) G) (4)

Por lo tanto, el problema #SAT se puede ver como
el problema de hallar la carga de una variable de
la formula instanciada. Note también que si se
pueden obtener algunas cargas de las variables de
una férmula ® se tiene informacién mas precisa
que la que proporciona el nimero |M ()|, esto
es, no solo se conoce el numero de modelos de
la férmula, sino también se sabe el numero de
modelos donde una determinada variable toma el
valor 1 y el nimero de modelos donde esta misma
variable toma el valor 0. Esta informacién, como
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se vera mas adelante, ayuda a obtener algoritmos
mas directos y pruebas mas concisas sobre los
resultados presentados en este articulo.

La siguiente definicién presenta una descripcion
de una operacién que se encuentra directamente
relacionada con el conteo de modelos. Esta
operacién tiene la caracteristica de relacionar
cargas de variables y de permitir ciertas
reducciones en una férmula dada.

DEFINICION 2.3. Sea A = (a;;) y B = (b;)
matrices de n x m con entradas en N, el producto
de Hadamard de la matriz A con la matriz B se
define como la matriz

A © B = (a;5b;5) (5)

Se verifica facilmente que el producto “® ” es
asociativo, distributivo y conmutativo.
Una componente de una formula ® es una
subférmula ' conectada maximal. Si ®; y ®, son
distintas componentes de &, es claro que

[M(®)] = [M(®1)][M (P2)]| (6)

Entonces para simplificar, se puede suponer que
toda férmula es conectada. La complejidad
en tiempo de un procedimiento para una
formula arbitraria no es afectada, ya que los
procedimientos para determinar las componentes
pueden llevarse a cabo en tiempo lineal [2].

El siguiente lema establece que si conocemos
las cargas de una variable con respecto a dos
formulas que tienen sélo a esta variable en comn,
entonces la carga de la unién de dichas férmulas
puede ser calculada mediante el producto de
Hadamard de las cargas respectivas (ver figura 1).

) @’

Fig. 1. Férmulas que coinciden en la variable =

LEMA 2.4. Si Var(®) N Var(®') = {z} entonces

#sat(® U &', ) = #sat(P, z) © #sat(d', x).
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DEMOSTRACION. Por definicién #sat(® U &', z) =
(IMo=1(® U @")], [My=o(® U 2'))),

como Var(®,—;) N Var(®,_,) = 0 para cada i €
{0,1}, de la ecuacién (3) y se sigue la cadena de
igualdades:

|My—i (@ U )| =

= 2l Ba= (U AL (D U D),y

= Q\Rx:i(q’)\HRz:i(‘b')\|M(<I)z:i ua,_)|

= 2Res (D R (1| M (@) || M (@)
= | Mo—i(®)][Myms ().

Por lo tanto

#sat(duU P’ x) =
= (|Mo=1(®)||Mz=1(®)], [ M=o (®)|| Mo=0o(®")])
= (|Mo=1(®)[,|Ma=0(®))O(| My=1 (") ][ Ma=o(®")])
= #sat(?,z) © #sat(d’, x)
[ |

Se tiene un lema analogo para el caso de las
cargas conjuntas de dos variables respecto a la
union de dos férmulas que tienen sélo una variable
en comun (ver figura 2).

(b/

Fig. 2. Ubicacién de las variables w y 2 con respecto a
la uniénde @y @’

LEMA 25. Si Var(®) N Var(®') = {z}, w €
Var(®) \ Var(®')y z € Var(®') \ Var(®) entonces
#sat(® U D', w, 2) = #sat(®, w, z)#sat(d’, z, 2).
DEMOSTRACION. Para simplificar la notacién, es
comodo suponer que a;; = |My=iq.—;(P)|, bjj =
|May=io=j ()| Y cij = [My=.—;(® U )|, esto
es las entradas de #sat(®,w,z), #sat(d',z,2) y
#sat(PU D', w, z) son a;;, b;; ¥ ¢;; respectivamente.

De la observacién 1 se tiene que

Mw:i,z:j((I) U q)/) =
Mw:i,m:l,z:j(q) U (I)/) ) Mw:i,x:O,z:j ((I) U (I)/)

como ¢,—, y ®/_, no tienen variables en comun
para cada k € {0,1}, de (6) se tiene que

| Muy=iz=k,-=j (P U D)| = aby;,
de lo anterior es claro que

cij = a;1byj + aiobo;

Conteo de modelos en la clase sintactica 2 p-3MON 505

3. Operador para conteo de cadenas

Se comienza con la definicién formal de los
conceptos de hipergrafo, cadena y ciclo.

DEFINICION 3.1. Un hipergrafo G es un par
de conjuntos disjuntos (V,FE), donde V es
conjunto no vacio, llamado conjunto de vértices
0 nodos y los elementos de E (hiperaristas de
G), son subconjuntos de V. Un grafo es un
hipergrafo donde todas sus hiperaristas tienen dos
elementos.

DEFINICION 3.2. Una cadena es un hipergrafo P =
(V,E)con E = {ey, ...,en }, donde las hiperaristas
e; son todas distintas, e; Ne; 1 # 0y e;Ne; = 0 si
1<|i—j|

3.1. Cadenas simples

También, como en el caso de grafos, se
acostumbra denotar a P = ejez---€,, COMO UN
camino en el hipergrafo. Un ciclo es un hipergrafo
de la forma C = ejey---e,, + ¢ donde e es una
hiperarista que no pertenece a las hiperaristas de
Pyenes #0#eNep.

El hipergrafo de restricciones de una férmula
® en CNF representa una cadena simple si sus
clausulas pueden ser ordenadas de tal manera
que dos clausulas consecutivas coincidan en
una variable. Es decir, podemos escribir & =
{617627...7Cm}, donde ‘Ci N Ci+1| = 1, para S
{1,....,m—1}y¢ne; =0conl < [i—j|. Laférmula
® es llamada también cadena simple y se denota
por & = cjco - - - ¢y (Ver figura 3).

Fig. 3. Hipergrafo: cadena simple ®

Mediante una tabla de verdad podemos
identificar un operador de conteo para férmulas
cuyos hipergrafos representan cadenas simples.
Este operador se propone en la siguiente
definicién.

DEFINICION 3.3. Sea S : N> — N2 el operador

definido por
2 2
= (37

S es llamado operador arista.
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El siguiente lema establece como se calcula la
carga cuando agregamos una hiperarista a una
formula arbitraria que toca s6lo un nodo de ésta
(ver figura 4).

Fig. 4. Férmula ® con la hiperarista ¢ que coincide en la
variable =

LEMA 3.4. Sea ® una formulay ¢ = {z,y,2} una
clausula tal que Var(®) Nnc = {z}, entonces

#sat(® Uc, z) = #sat(® U c,y) = S#sat(?, z),
donde S es el operador arista.

DEMOSTRACION. Es claro que @ y c satisfacen las
condiciones del lema 2.4. Entonces

#sat(® U c,x) = #sat(®, z) © #sat(c, z)

Por otra parte tenemos que si #sat(®,z) = (o, 8)
y como #sat(c,z) = (4,3), entonces

#sat(® Uc,z) = (4a, 35).

En consecuencia, |M,—1(®)| = da 'y |My—o(®)| =
38.

Cada modelo s € M,—;(®Uc), toma dos posibles
valores en z (en y), s(z) = 0 6 s(z) = 1. Entonces

|Mm:1,2:1(q> U C)| =2« Yy ‘szl,z:O((I) U C)| = 2.

Por otro lado, para cada modelo s € M,—_o(® U ¢)
se tienen tres posibilidades para los valores de s en
las variables y y z, estos son: s(y) = 1 A s(z) = 1,
s(y) =1As(z) =0y s(y) =0As(z) = 1. Esto es,
del total de modelos en M,_o(®Uc), en 2/3 partes
se tiene que s toma el valor de uno en la variable
z 'y en la parte restante s toma el valor de cero en
esta variable. En consecuencia

|Mx:0,z:1((1) U C)‘ = 26 Yy |MI:0,z:0((I)) = B

Se sigue que la carga de z relativa a la férmula
des

#sat(®Uc,2) = ([Meey(DUC)],|Maso(® U )))
= (2a+28,2a+ B)
= Sisat(,z)

de manera andloga se obtiene #sat(® U c¢,y) =
S#sat(®, x).
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El siguiente teorema establece cémo contar
el nimero de modelos de una férmula cuyo
hipergrafo asociado es una cadena simple.

TEOREMA 3.5. Sea ®,, = ci¢a - - - ¢, UNA cadena
simple en 2,-3MON. Suponga que ¢, = {z,y, 2}
Yy x € ¢ Nem—1, €NtONCes

#sat(d,,, 2) — #sat(d,,,y) = S™ G) L

y siw € ¢ \ ¢a, €ntonces
#sat(d,,,w,z) =S™, (8)
donde S es el operador arista.

DEMOSTRACION. Por induccion sobre m. El caso
base m = 1 es trivial. Suponer que el teorema es
valido para m — 1. Considere la cadena ®,,_; =
ci1co -+ -cm_1. Es claro que ®,, 1 y ¢, satisfacen
las condiciones del lema 3.4. Entonces

#sat(d,,, z) = #sat(®,,_1Uc,,, z) = S#sat(®,,—1, )

Por hip6tesis inductiva se tiene

#sat(®,,_1,z) =S™ G) ,

de donde se sigue (7). Por otra parte, del lema 2.5
se tiene

#sat(®,,,w,z) = #sat(P,,—1 Ucp,w,z)
#sat(®,,_1,w, z)#sat(c,,, z, 2)
S'rrL—lS,

de donde se sigue el teorema.

EJEMPLO 3.6. llustremos el paso inductivo del
teorema previo. Supongamos que ¢ = {u,v,x} y
¢ = {x,y,2z} son dos clausulas. Si (m,n) es la
carga de la variable = entonces por cada uno de
los m modelos las variables y y z pueden tomar
los valores de 0 o 1 en la extension respectiva,
para que ¢ sea verdadera, similarmente, para
cada uno de los n modelos, la variable y puede
tomar el valores de 0 o 1, sin embargo, en las
extensiones donde la variable y tome el valor de
0, la z tendra que tomar el valor de 1 (ver figura 5).

Entonces hay 2m + 2n extensiones con el valor
de 1 en la variable z y 2m + n con el valor de 0 en
esta misma variable, esto es la carga de z relativa

acucessS (?Z) = S#sat(c, z).
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A\

F--> PO

Fig. 5. Arbol de posibilidades del ejemplo 3.6

Dados dos hipergrafos con un sélo nodo en
comun, por el lema 2.4 podemos calcular la
carga del nodo con respecto a la uniéon de los
hipergrafos. Esto significa que si tenemos la carga
del nodo relativa a cada una de las subestructuras,
entonces podemos conocer la carga del nodo
en la estructura completa. Por lo que, un punto
importante cuando se analiza el conteo de
modelos basado en subestructuras es calcular
la distribucion de cargas de los nodos en cada
subestructura, o por lo menos de aquellos nodos
que nos ayudan a relacionar una subestructura
con otra. Por ejemplo, si se analiza como se da
la distribucién de las cargas de las variables y, 2
de la clausula ¢ = {z,y, z} conociendo la carga de
la variable = con respecto a una férmula @ tal que
Var(®) N ¢ = {«} tenemos del lema 3.4 que

#sat(® Uc,y) = #sat(® Uc, z) = S#sat(P, z),
Para ejemplificar la discusion anterior, se calcula
la distribucion de cargas de y, 2 con respecto a la

formula ® = {c1,co,c3}, donde ¢; = {«, 8, x}, ca =
{Va 6; CL‘} ycz = {1‘7 Y, Z} (Ver figura 6)

& %(
&

Fig. 6. Hipergrafo de la férmula ® = {c1, c2,c3}

&)

|\
) 1 D o

Del lema 2.4 tenemos

#sat(c; Uco,x) = #sat(cy,z) © #sat(cy, x)

= (0o 6) =)
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y del lema 3.4

#sat(cico Ucs,y) = #sat(cicaUcs, 2)
(2 2\ [16) (50
- 2 1 9 ) \41

por lo tanto, hay 91 modelos que satisfacen la
formula ®. Observe que en este caso la formula
® no es una cadena.

3.2. Cadenas alternadas

En esta seccion se analiza el conteo de modelos
para féormulas en 2u;-3MON cuyos hipergrafos
corresponden a cadenas “alternadas”. La siguiente
definicion aclara este concepto.

DEFINICION 3.7.

= Dos clausulas ¢, ¢ en una férmula, se dice que
estan simplemente ligadas siy sélo si |cNc/| =
1.

m Las clausulas ¢, ¢’ estan doblemente ligadas
siysolosijcnd|=2.

m Una formula ® es una cadena alternada si
podemos escribir ® = ¢y¢y - - - ¢, donde

e ¢; ¥ c;11 estan simple o doblemente
ligadas,

e ¢;_1 Y ¢;+1 no pueden estar doblemente
ligadas a ¢; al mismo tiempo,

e ciNc;j=0sili—j|>1.

EJEMPLO 3.8. La formula ® = ¢ - - - c5, donde
a1 = {a,b,c}, ca = {b,c,d}, c5 = {d,e, f}, ca =
{f,9,h} y s = {g,h,i} es una cadena alternada
(ver figura 7).

Fig. 7. Hipergrafo representando una cadena alternada
del ejemplo 3.8

Del andlisis de la estructura mas simple de una
cadena alternada se determina un operador de
conteo de modelos que actla sobre estructuras
que corresponden a clausulas doblemente ligadas.
En la siguiente definicién se detalla este operador.
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DEFINICION 3.9. El operador D : N2 — N? definido

por
11
D= (3/2 0)

es llamado operador doble-arista.

El operador D aplicado a la carga de cualquier
variable de una cadena alternada siempre produce
cargas con entradas enteras. En efecto, como una
cadena alternada en 2;-3MON no puede tener
dos clausulas consecutivas doblemente ligadas,
cuando aplicamos el operador D a una carga
(m,n), hay dos posibilidades, que (m,n) sea una
carga inicial, esto es (m,n) = (4,3), 6 que la carga
(m,n) provenga de la aplicacion del operador
arista S a otra carga (m/,n’), es decir (m,n) =
S(m/,n’) = (2m/ +2n’,2m’ +n'). En cualquier caso
D(m, n) tiene entradas enteras.

En el siguiente lema se establece cémo calcular
la carga de una variable con respecto a la unién de
una férmula ® con una clausula ¢ que coincide en
dos variables con dicha férmula (ver figura 8).

i)

Cc

- >

Fig. 8. Formula que coincide en dos variables con una
clausula

LEMA 3.10. Sea ® una formulay ¢ = {z,y, 2z} una
clausula tal que Var(®) Nnc¢ = {z,y}, entonces

1. #sat(d Uc, z) = (|M(D)|, |M(®)| — ag)

2. #sat(d Uc,z) — (S & #sat(®, z, 1)) G) .

DEMOSTRACION. De la definicion de carga
conjunta se tiene que m;; = |My=; ,~;(®)| son
las entradas de la matriz #sat(®,z,y). Si z tiene
el valor de 1 bajo una extensién de un modelo
en M(®), la clausula ¢ es valida sin importar los
valores que tomen las variables z € y, de aqui que
existen mqy + mig +mo1 + moo = |M(®)| modelos
en M(®Uc), donde z toma el valor de 1. Si z tiene
el valor de 0, bajo otra extensiéon de un modelo en
M (®), entonces bajo esta misma extension alguna
variable de {x,y} debe tener el valor de 1 para
que la clausula ¢ sea valida, en consecuencia hay
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mi1+mig+mor = |M(P)|—moo modelos de M (PU
c¢) donde z tiene el valor de 0, de aqui obtenemos
la parte 1 del lema. Para la parte 2, de lo anterior
se sigue que en M(® U ¢) hay 2m1; + 2m;o donde
la variable = toma el valor de 1 y 2mg1 + mgo
donde toma el valor de 0, realizando el producto de
Hadamard S © #sat(®, z,y) se llega a la igualdad
de la parte 2 del lema.

El siguiente teorema determina el conteo de
modelos para cadenas alternadas.

TEOREMA 3.11. Sea ®,, = ¢1¢2 - - - ¢, UNA cadena
alternada en 2u-3MON y « € ¢, \ ¢1—1, €NtONCES
#sat(d,,,«) se obtiene aplicando la ecuacién de
recurrencia

ql = (473)7
{ 9, =Aq,_;, i=2,..m ®)

donde q, = #sat(®1,01), 1 € 1, q,; = #sat(P;, o)
con a; € ¢; \ ¢;_1 y el operador A es definido por

S st ¢; Yy ci_1 estan simplemente
A= ligadas
D de otra manera

El siguiente ejemplo nos sirve para ilustrar este
teorema.

EJEMPLO 3.12. Considere la cadena alternada
dada en el ejemplo 3.8. Utilizando la ecuacién de
recurrencia (9) se tiene

4
ql = 3
A AN\
@ = (32 0) (3) - 6)
(2 2\ (7 (26
G = 2 6) ~ 20
(2 2\ [26\ (92
B = \2 1){20) ~ (7
1 Ty 92\ (164
G = (32 0> (72) - 138)
donde

g, es la carga de las variables a,b y c.
g, es la carga de la variable d.
g;eslacargadecey f.
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q, es la carga de las variables g y h.
d; es la carga de la variable i.

Por lo tanto, existen 302 modelos que satisfacen
alaférmula ®.

DEMOSTRACION (Teorema 3.11). El caso base
m = 1, es trivial. Para cada i = 2,3,..., m existen
dos casos:

Caso 1. ¢;_; y ¢; simplemente ligadas. Suponga
que z € ¢; \ ¢;—1 Yy que ¢; = {x,y,z}, del lema 3.4
se sigue directamente que q, = Sq,_;.

Caso 2. ¢;_; y c¢; doblemente ligadas. Entonces
se tiene que ¢;_1 Y ¢;_o deben estar simplemente
ligadas. Supongamos ¢;—1 = {w,z,y} y ¢; =
{z,y, z} (ver figura 9).

Ci—2 Ci—1 C;

C__ © D - >

Fig. 9. Hipergrafo: cadena alternada, caso 2 del teorema
3.11

Suponga también que (¢4, ¢») es la carga de w €
ci—1 \ ¢i—2 relativa a la cadena ®,_,. Por el caso 1,
la carga de w relativa a ®,_1 es (2¢; + 205, 201 +{5),
esto es |M(®,_1)| = 4¢1 + 3¢5. Por el lema 3.10
parte 1, se tiene que
q, = #Sat(q)i_l U, Z)

= (([M(®;-1)], [M(®;-1)| — aoo),
donde agg es el nimero de modelos de ®;,_; y z e
y toman el valor de 0. Por otra parte se tiene que
|M(q)z,1)| = 4‘61 + 3@2 Yy

|M(®;-1)] —agp = [Mo=0(Pi—1Uc;)

| Mo ovys0(Pi-1)]
3‘M(‘I>Z,2)‘ =301 + 305

Por lo tanto,
q, = (4l1 + 31y, 311 + 3[2) = ]D)(Qll + 25,201 + lg)
=Dq;_,

es la carga de z.

4. Conteo para ciclos

En esta seccion se distinguen dos tipos de
ciclos en 2,-3MON, los ciclos simples y los ciclos
simples alternados. Un hipergrafo de la forma
b, = cica--Ccpm—1 + ¢ €S Un ciclo simple  si
c1¢g -+ ¢m—1 €S UNacadenasimpley |ciNey,| =1,y
es un ciclo alternado si cycs - - - ¢,,—1 €S UNA cadena
alternada y 1 < |e1 Nen| < 2. A continuacion
realizamos el conteo de modelos para férmulas
cuyos hipergrafos representan ciclos simples.

Conteo de modelos en la clase sintactica 2 p-3MON 509

4.1. Ciclos simples

Del analisis de estructuras simples y con la
ayuda del producto de Hadamard se llega al
siguiente teorema.

TEOREMA 4.1. Sea ®,, = cica - Cm_1 + Cpp UN
ciclo simple en 2,;,-3MON, entonces

#sat(®,,,0) = (SO G)

donde o € ¢; Ny, ¥ S es el operador arista.

Antes de presentar la prueba se ilustra el
teorema con el ejemplo dado a continuacion.

EJEMPLO 4.2. Sea

q) = {{a’ b’c}7 {67 d7 6}’ {67 f’ g}7 {97 h? Z}? {Z7j’a}}

se sigue del teorema previo que:

(S()S4)<1>

- (G )0
- Ggg 16516> G)
-

Por lo tanto, existen 573 modelos para la formula
P.

#sat(®,a)

DEMOSTRACION (Teorema 4.1). Supongase que
B8 € ¢m-1, ¢m = {a,8,7} y que ®,,_1 denota
la cadena simple cica - ¢m—1. Del teorema 3.5
ecuacion (8) y lema 3.10 parte 2, se siguen las
igualdades:

#sat(®,,, ) = #sat(®,,_1 Ucy, )

= (So#sat(®,,_1,a,5)) (1>
_ @@S“U(D 1
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4.2. Ciclos alternados

Se tiene un teorema para ciclos alternados
analogo al teorema 4.1 de ciclos simples. Antes
de enunciar el teorema se establece la notacién y
terminologia que sigue.

Dada la cadena alternada cics - - - ¢,,, Se define
A, =S, donde S es el operador de cadena simple,
yparai € {2,3,...,m} se define

S st ¢; Yy ci—1 estan simplemente
A, = ligadas
D de otra manera

Qi para k € {1,2,..,m}, denota el producto
Hle Ag. Y w1, T2 denotan las matrices

00 01 respectivamente
o 1) Yo o) "sP :

TEOREMA 4.3. Sea ®,, = ci¢a* - Cm_1 + Cpp UN
ciclo alternado en 2u-3MON y a € ¢ N ¢,
entonces

#sat(®,0) =S Q1 G)

Si ¢, Y ¢m—1 SON simplemente ligadas y
#sat(®,a) = (U1 — T1Q_o72) G)

de otra manera.

Bajo el mismo esquema de las secciones
previas, presentamos un ejemplo.

EJEMPLO 4.4. Sea o =
{{a,b,c},{c,d,e},{d,e,a}}, de acuerdo al teorema
anterior, el ndmero #sat(®,a) se determina
mediante:

#Sat((b,(l) = (QQ — Tl'lﬂoﬂ'l) (})
1

= (SS — mSms) (1>

. 8 6 _ 0 0 1

o 6 5 0 2 1
8 6 1\ (14
6 3/\1) \9
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Entonces, la férmula ® tiene un total de 23
modelos (ver figura 10).

C3

T O D

C1 C2
Fig. 10. Ciclo alternado, ejemplo 4.4

DEMOSTRACION (Teorema 4.3). Sean &, »
y &, 1 las cadenas c¢;---cm2 Y €1 - Cm_1
respectivamente. El ciclo alternado ®,,, se puede
expresar en términos de las cadenas como

(bm = (I)m—l +com = <I)'m—2 +Cm—-1+Cm

Del teorema 3.5, se obtiene que

#Sat((br”_l, OZ) - Q'rn—l (1)
my; Mmoo\ (1
mo1 Moo/ \1

1

#sat(®,, 2,0) = Qo (1>

_ (m/u m’10> (1>

B Moy Mg 1
donde, de la definicion 2.2 y la observacién 1, se
debe tener que
mi; = | Mazig=j(Pm-1)| Yy mi; =
| Ma=i,5=;(Prm—2)|-

Por otra parte se tienen dos casos:

Caso 1 (¢, ¥ ¢m—1 Simplemente ligadas). La
prueba se sigue paso a paso de la demostracién
del teorema 4.1 sustituyendo S™ por €,,,_1.

Caso 2 (¢, ¥ ¢m—1 doblemente ligadas). Se
observa que ¢, _1 Y ¢, 2 deben estar simplemente
ligadas, ya que ¢, Y ¢—1 SON doblemente ligadas.
Suponga que § € ¢p2 NeCpm_1 Y QUE Cpp1 =
{4, 8,7}, entonces ¢, = {a, 5,7} (ver figura 11).

Puesto que la clausula ¢, es una restriccién que
debe cumplir un modelo de ®,,,_; que sea también
modelo de ®,,, se tiene la contencion M (®,,) C
M((I)HL—l)-
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C1 Cm—2 Cm—1

Fig. 11. Ciclo alternado
4.3)

®,, (demostracion del teorema

Por otro lado, se tienen las siguientes igualdades

[Ma=1~=1(®m)| = mi1,
|M06717’Y70( )| mloa
| Ma=0=1(®m)| =

ya que las asignacionesa = 1Ay =1, a=1Ay =
0y a=0A~=1hacen vélida la clausula c,,.

También es claro que
Ma:O,'y:O(q)m) = Ma:O,ﬁ:l(q)m—l)
- Ma=0,5=0((1)7rb—2)
U Ma—05=1(Pm—2)
por lo consiguiente se tiene
|Ma=0=0(®m)| = Mmoo +mpy
Ahora, como ¢,,_1 Y c¢m_2 estan simplemente
ligadas, del teorema 3.11 se cumple Q,, 1 =
SQ,..—2, de donde se tiene la relacién

!/ /
Mmoo = moo + 2m01

mi mio 1
mo1 méo + m61 1
_ (mu mio 1
mo1 M™Moo — m’01 1
mi1  Mio _ 0 0 1
mo1 Moo 0 mg /| \1
El teorema se sigue de la igualdad

0 0\ (ml, mi\ (0 1\ _ (0 0
0 1)\mi miy/ \0O 0) \0 my

Por lo tanto se tiene

#sat(®,,, o) =
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5. Discusion

La implementacion de todos los casos
expuestos aqui, nos conducen a algoritmos
tratables, ya que dada una férmula ® en CNF,
identificar si pertenece a una de las clases
estudiadas se puede hacer en tiempo cuadratico,
esto se logra implementando un algoritmo de
busqueda a profundidad. Por otro lado, como se
puede observar en todos los casos estudiados,
el calculo del niumero de modelos se reduce
a la multiplicacion de a lo mas m matrices de
2x2, donde m es el niumero de clausulas de la
formula en cuestién, por lo que la multiplicacion
de matrices se puede hacer en tiempo lineal con
respecto a m, que es el tamano de la férmula de
entrada.

El problema que nos hemos planteado
es identificar subestructuras tratables de
la clase #2u-3MON mediante el uso de

operadores matriciales; las clases identificadas
aqui corresponden a estructuras de ancho de
hiper-arbol acotado por lo que, utilizando los
resultados obtenidos por Fisher [8], existen
algoritmos que realizan el conteo en estas clases
en tiempo O(n?) sobre el nimero de clausulas de
la férmula en contraste con los métodos mostrados
aqui que realizan este conteo en tiempo O(n).

Hasta donde sabemos la clase #2u-3MON no
ha sido ubicada siguiendo la direccion de medidas
acotadas de invariantes hipergraficos, como es
el caso del ancho de hiper-arbol. Por esta razén
hemos elegido aproximarnos a la ubicacion de
la clase estudiada a través de los operadores
matriciales presentados en este trabajo.

i
s
-

Fig. 12. Formula con estructura de pseudo-rejilla
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6. Conclusiones

Se obtiene una subclase tratable de la clase
sintactica #2u-3MON mediante métodos basados
en operadores matriciales de conteo que actuan
sobre estructuras de cadenas simples, cadenas
alternadas, ciclos simples y ciclos alternados del
hipergrafo asociado a la formula.

Como trabajo futuro, en la direccién de
la identificacion de estructuras tratables en
hipergrafos, se pueden reconocer nuevas
estructuras si se lleva la idea de los métodos
de transferencia matricial aplicadas a grafos a
hipergrafos [1]. En cuanto a la determinacién de
la ubicacion de la clase #2u-3MON dentro de
las clases de complejidad, consideramos que
es posible determinarla si logramos disponer el
hipergrafo de una férmula de la clase 2;-3MON
en una estructura de pseudo-rejilla, esto es, las
hiperaristas colocadas vertical u horizontalmente
coinciden con las aristas de un grafo rejilla (ver
figura 12).
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