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Resumen. Las cuevas subacuéticas son el resultado de
un proceso de disolucion que ocurre desde hace
millones de afios entre la piedra caliza y el agua. Para
llevar a cabo un estudio tedrico del proceso de
crecimiento de estos sistemas utilizamos como marco el
modelo de crecimiento de agregacion limitada por
difusiéon (DLA). Unas modificaciones de este modelo
generan patrones fractales que son apropiados para
describir las estructuras fractales observadas en las
cuevas subacuaticas de Quintana-Roo. Como resultado
de este trabajo encontramos que con reglas simples que
toman en cuenta la anisotropia y la heterogeneidad del
medio rocoso se pueden formar estructuras fractales
complejas, similares a las que muestran las cuevas
subacuaticas.

Palabras clave. Crecimiento fractal, cuevas sub-

acuaticas, modelo DLA.

Simulating the Fractal growth of Quintana
Roo’s Subaquatic Caves by the Diffusion
Limited Aggregation Model

Abstract. Subaquatic caves are formed by dissolution
processes between limestone and water that have been
taking place for millions of years. These natural systems
exhibit spatial patterns that can be studied using the
theory of fractal geometry. Here we modify the Diffusion
Limited Aggregation (DLA) model to simulate the fractal
growth Quinta-Roo's subaquatic caves. We show that
with simple dynamical rules it is possible to generate
complex fractal structures similar to real caves.

Keywords. Fractal DLA model,

subaquatic caves.

growth,

1. Introduccién

Se ha encontrado que la geometria fractal es la
mas apropiada para describir muchos patrones
naturales [1, 2]. Un fractal, mateméticamente
hablando, se define como un objeto geométrico
invariante de escala cuya autosimilitud es
exacta [3], como por ejemplo el triangulo de Koch
(Fig. 1) [4]. En la practica, las estructuras fractales
tienen auto-similitud estadistica [5]. Otra
caracteristica de un conjunto fractal es que la
dimension que lo caracteriza, Df, es fraccionaria, si
se entiende como dimensién el nimero minimo de
coordenadas necesarias para describir cualquier
punto del conjunto [5, 6].

Se define usualmente la dimension de caja
como [5]:

Dr=1im .50 log(N(e))/ log(L/e), 1)

donde N(e) es el nimero de celdas de tamafio ¢
necesarias para cubrir el conjunto. Una forma de
calcular la dimension fractal Dr es mediante la
representacién de N(e) vs ¢ en graficas log-log. Si
se obtiene una relacion lineal con un coeficiente de
correlacién alto entonces Ds se identifica como la
pendiente de la recta [7].

Distintos procesos geologicos como la erosion,
la sedimentacion y la disolucion quimica son
responsables de la formacion de estructuras
naturales complejas [8]. Los  sistemas
subacuéticos de cuevas que existen en Quintana
Roo, Estado ubicado al noreste de la peninsula de
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Fig. 1. Proceso de generacion del copo de Koch. Este
objeto geométrico es una curva cerrada continua pero
no diferenciable en ningun punto [4]
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Fig 2. Mapa de la Peninsula de Yucatan y de las
direcciones de flujo subterraneo [12]
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Fig. 3. Ajuste en escala log-log de dimension fractal
(Eq. 1) para la Cueva “Del Mar” (Mapa interior [11]).
El coeficiente de correlacién r2=0.99 nos indica un
comportamiento fractal del Sistema mapeada mas
grande del mundo con 269.8 km de conductos [11]
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Yucatan, México, ver Fig. 2, son los de mayor
extension en el mundo [9, 10].

Desde hace mas de 30 afios se han explorado
los grandes sistemas de cuevas sumergidas de
esta region, entre uno de ellos se encuentra el
sistema de Ox Bel Ha, la cueva subacuatica.

La geometria de 13 cuevas subacuaticas de
esta regién fue analizada utilizando como base
tedrica la Ec. (1), encontrandose que muestran un
comportamiento fractal (y por lo tanto una
invarianza de escala) a lo largo de hasta cuatro
ordenes de magnitud para los sistemas mas
desarrollados (Fig. 3 y Tabla 1), [13].

La litologia de la Peninsula de Yucatan consiste
en pura roca carbonatada formada por depésitos
marinos hace millones de afios [14]. El proceso
mediado por la disolucién que se lleva a cabo en
las rocas carbonatadas se le conoce como
karstificacion [15]. El objetivo de este trabajo es
utilizar un modelo genérico de crecimiento
conocido por formar estructuras fractales, llamado
modelo de Agregacién Limitada por Difusién, ALD,
(o DLA, Diffusion Limited Aggregation) [16, 17, 18].

Por lo tanto, utlizaremos el modelo ALD para
simular el crecimiento de los sistemas
subacuaticos descritos en parrafos anteriores Es
necesario para ello implementar algunas
modificaciones que describan mejor este tipo de
sistemas, por ejemplo la heterogeneidad de las
estructuras rocosas que pueden inducir un
crecimiento confinado por zonas de baja
permeabilidad o fracturas. La presencia de una
direccion preferencial favorecida por el desnivel y
la influencia fuerza de gravedad es otro aspecto
que serd tomado en cuenta.

2. Zona de estudio: Karst y cuevas

Un paisaje superficial o subterraneo que exhibe
irregularidades en su superficie causadas por
disoluciéon es conocido como paisaje karstico.
Estos paisajes son usualmente formados sobre
caliza y en un menor grado sobre roca dolomita
[15]. En las &reas Kérsticas normalmente se
pueden encontrar cuevas como resultado de un
largo proceso de disolucion. La reaccion quimica
que ocurre sobre la roca caliza (carbonato de
calcio, CaCO3) al estar en contacto con el exterior
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(diéxido de carbono CO2 y agua H20), produce su
disolucion, al formar calcio y anhidrido carbdnico:

CaCO3+ CO2 +H20 - Ca+2HCO-3. (2

Este proceso disuelve la roca formando con el
paso de millones de afos grandes sistemas de
cuevas subterraneas [19]. El efecto de la
disolucion de la roca carbonatada depende del
contenido de carbonato de calcio y de la acidez
del agua en cada sitio especifico [20].

Otra de las condiciones que influyen sobre la
formacion del karst es la hidrodinamica, es decir la
existencia de una energia potencial o un gradiente
hidraulico entre el area de carga (regiones donde
se concentra el agua, p.e. sumideros o dolinas) y
de descarga del agua (ya sea el mar o un rio); asi
como también la existencia de discontinuidades
que garantizen el flujo, p.e. fracturas preexistentes
en el medio [21].

Por tanto, al ser la karstificacion un proceso que
se da en las discontinuidades de las rocas ya
existentes, se tienen zonas de alta permeabilidad
(fracturas) y zonas impermeables o de
permeabilidad reducida (bloques) [20, 21]. La
relacion entre el flujo de agua y la estructura de los
huecos genera una red de drenaje principal en la
que el agua tiende a concentrarse en un reducido
numero de gruesos conductos que por lo general
se comunican con el area de descarga. El término
fractura se usa de manera general para describir
distintos tipos de aberturas continuas cuya
longitud suele exceder el ancho de las mismas.
Las fracturas pueden considerarse como
elementos discretos cuyo ancho puede variar de
centimetros hasta metros [22].

2.1. Hidrogeologia: Peninsula de Yucatéan

La peninsula de Yucatan es una plataforma que
consiste de roca carbonatada y evaporitas en
varias centenas de sus metros superiores con muy
poco relieve y una alta permeabilidad [23].

La fracturacion de la superficie y la
karstificacion del subsuelo, favorecen la rapida
infiltracion de la lluvia; teniendo como resultado el
desarrollo de sistemas karsticos interconectados a
través de fracturas y abiertos al exterior por el
colapso de alguna de estas conocidos como
cenotes [22].Por la geologia que presenta esta

Tabla 1. Dimension fractal de 13 sistemas de

cuevas
Cueva Lﬁ::]gltw Dt

Cubera 180 1.06
Venado 121 1.05
Gran Cenote 700 1.06
Pequefio cenote 660 1.19
El Punto 607 1.2
Cascabel 547 1.22
Las Palmas 160 1.26
Minotauro 596 1.23
Del Mar 1872 1.31
Actun Koh 628 1.31
Xel.Ha 900 1.33
Sac Actun 1100 131
Ox Bel Ha 2500 1.38

peninsula se puede dividir en tres regiones
principales: El Este, la Zona Central y el Noroeste.
De estas tres zonas las menos estudiadas son la
Zona Central y la region Este. En la parte Noroeste
se encuentra la huella del crater Chicxulub [10,
12]. Los sistemas de cuevas que se encuentran en
la zona Este son el objeto de analisis de este
trabajo. La Peninsula ha tenido un desarrollo
geoldgico complejo y se caracteriza por ser
bastante plana con excepcion de algunas
elevaciones maximas de 275 m.s.n.m. [24].

En el caso de la peninsula de Yucatan el agua
subterranea se mueve de las zonas de mayor
precipitacion (ubicadas al sur) hacia la costa,
donde se realiza la descarga natural del acuifero
al mar (Fig. 2) [21]. Los principales ejes
estructurales de la Peninsula de Yucatan
presentan una orientacién ONO-ESE y NNE-SSO,
asociados con la Sierrita de Ticul y el Sistema
Bacalar-Rio Hondo, respectivamente [21]. Otros
rasgos estructurales de suma importancia son las
fracturas que se encuentran en la parte NNE de la
peninsula conocida como la “zona de fracturas de
Holbox” (Fig. 4). Estas fracturas son lineamientos
de cientos de kilometros de extension observadas
por Weidie [25] y posteriormente por Escolero et
al. [26] mediante imagenes de radar. Se observa
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gue la orientacion de las cavernas en esta zona es
NNW-SSE, casi perpendicular a la costa.

Su formacién multi-facética ocurrié cuando el
nivel del mar se encontraba mas abajo que el
actual.

Estos sistemas de cuevas tienen dimensiones
que van desde cinco metros hasta cincuenta
metros de ancho, y de dos hasta diez metros de
alto [26]. En el dltimo kilémetro antes de llegar a la
costa los conductos tienden a ser paralelos a ésta
influenciados por el sistema de fracturas de la
zona. El flujo esta dirigido hacia la parte alta de las
caletas que tienen una forma caracteristica de “Y”
Fig. 4. Imagen en radar de la Peninsula de Yucatan donde a través de fracturas con orientacion N-S
donde se observan las fracturas y discontinuidades descargan a canales principales que conducen el
de su estructura [21] agua dulce al mar, como se ve en las caletas de
Yal-Ku y Xel-Ha [21] (Figura 5). Se encuentran dos
areas a lo largo de la costa en donde la
concentracién de los sistemas de cuevas es
mayor; Puerto Aventuras/Xpu Ha y Tulum. En el
area entre Puerto Aventuras y Xpu Ha se
encuentran cinco sistemas con mas de 40 km de
desarrollo. El area alrededor de Tulum tiene la
mayor concentracion de cuevas con 13 sistemas
mayores [21, 13].

. /

P B gty
& ‘ZonlAmA(J)edoqtll )
i 4

""‘/ym/A:nltgol ‘lca\Z\‘/ ‘k
N

3. Formas de crecimiento y modelo
ALD

Fig. 5. Mapa en el que se muestra con flechas a
direccién del flujo del agua subterrdnea. Las
estructuras en linea rojo son los mapas de algunos
de los sistemas de cavernas de la zona de Xel
Ha [20]

3.1. Fractales generados de manera
estocastica: caminantes aleatorios

Los fendbmenos aleatorios juegan un papel
importante en el desarrollo de estructuras

Circulo de aniquilamiento naturales. Muchos sistemas muestran
_ = - - propiedades fractales mejor descritas dentro del
”"“"’“"‘-““"Z"""“-”M\ C"’”"‘ﬁ"”e““’”"| concepto de los fractales aleatorios [27]. Un

fenémeno que ha jugado un papel importante en
el desarrollo de los fractales aleatorios es el
movimiento Browniano. Robert Brown [28] fue el
primero en describir fisicamente el movimiento de
particulas de polen que se difunden en agua,
utilizando un microscopio.

El movimiento de una particula difundiéndose
en agua, por ejemplo, se encuentra sujeto a
constantes cambios, impredecibles tanto en
magnitud como en direccion. De este modo la
Fig. 6. Esquerr]a_ de la configuracion utilizada en el particula browniana realiza movimientos
modelo DLA clasico fluctuantes debido a las colisiones practicamente

Particula semilla

I.\
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aleatorias entre los componentes del sistema
fluido en equilibrio termodinamico. En este
contexto se considera la caminata aleatoria como
un modelo discreto que describe un movimiento
Browniano [5]. La trayectoria recorrida por una
particula Browniana resulta ser estadisticamente
auto-similar y su descripcién probabilistica se hace
mediante la ecuacién de difusion [29].

Muchos fractales estocasticos en la naturaleza
se generan por fendbmenos de crecimiento que
involucran fenémenos difusivos. Un modelo de
crecimiento que se puede aplicar a la descripcion
de una amplia gama de fendbmenos tales como
disolucién quimica, agregaciéon de nanoparticulas,
ruptura dieléctrica, dedos viscosos, procesos
fluviales, crecimiento de cristales [p.e. 30] etc, es
el modelo ALD (o DLA). En este modelo los
agregados que se forman son controlados por la
difusion de las particulas que se adhieren a ellos y
para las cuales se aplica procesos de caminantes
aleatorios [5]. El concepto de ALD fue introducido
por Witten y Sander [15, 16] y describe el
crecimiento de un sistema en el que los efectos
azarosos, como la difusién, dominan sobre efectos
estabilizadores (como de minimizacion de
energia interfacial).

El modelo genera estructuras fractales de
manera emergente [18]. Se coloca una particula
semilla fija en el centro de una red bi-dimensional
regular, por ejemplo, y alrededor de la semilla se
coloca un circulo de lanzamiento de diametro
bastante grande como lo ejemplifica la Figura 6 [5].
El algoritmo del modelo ALD se describe en [15,
16, 5] de la siguiente forma. Se elige una posicion
al azar sobre el circulo y se inicia ahi la trayectoria
de una particula que sigue una caminata aleatoria
sobre la red. Cuando la particula difusiva choca
por primera vez con la particula semilla, se adhiere
a esta de manera irreversible. Luego se repite el
proceso con otra particula que parte desde una
nueva posicion aleatoria elegida en el circulo de
lanzamiento. La particula se adhiere de manera
irreversible cuando choca con el agregado
formado por la semilla y las particulas previamente
unidas. Si una particula difusiva cruza el circulo de
aniquilamiento (de radio mayor al de lanzamiento)
sin haber podido alcanzar el agregado, se
considera como perdida y se remueve del sistema.

Después de iterar muchas veces este
algoritmo, se puede observar en la Fig. 7a una

extensa estructura ramificada [5]. Las particulas se
van pegando con mayor probabilidad en las puntas
del cimulo que en las partes hundidas. La
dimension fractal que se obtiene numéricamente
para las estructuras generadas con el modelo de
ALD es Df=1.6 en dos dimensiones espaciales y
Df=2.5 en tres dimensiones [16].

Los patrones generados por el proceso de DLA
se han observado en diferentes sistemas donde el
crecimiento se encuentra controlado por una
ecuacion de Laplace [31]. Por ejemplo,
los patrones que se encuentran en las descargas
eléctricas (con Df=1.7) son similares a los
generados con DLA (Fig. 7b) [32, 33].

3.2. Fractales formados por disolucion
guimica

Se han observado patrones altamente
ramificados que se producen por el flujo de un
fluido reactivo a través de un medio soluble poroso
[34]. A estos patrones se les conoce como
patrones de disoluciébn y se pueden obtener
experimentalmente inyectando agua a través de
yeso puro resultando una estructura fractal [35]. La
reaccién quimica entre el agua y el yeso ocurre
instantaneamente y la cinética en conjunto queda
limitado por la separacién de los productos de
disolucién, por la difusibn molecular y por
conveccion cuando el fluido estd en movimiento
[18, 34]. En dos dimensiones los patrones de
disolucion son muy similares a los patrones
asociados con DLA, descargas eléctricas, dedos
viscosos, 0 polimerizacion limitada por diffusion
[34, 36].

En la naturaleza se observan este tipo de
disoluciones quimicas por la accién de un fluido en
movimiento como en el caso de la formacion de
cuevas. Se encontré que el flujo de inyeccion tiene
un efecto importante sobre los patones formados,
es decir, si el flujo disminuye, el nimero de
ramificaciones decrece (Fig. 8) [18]. EI
ensanchamiento de las ramas con el tiempo se
puede explicar por el efecto cumulativo de la
erosion [37].

3.3. Extensiones del modelo ALD

Para describir el crecimiento de las redes de
drenaje como los sistemas karsticos se proponen
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B

Fig. 7. A) Resultado del crecimiento de un agregado
de DLA después de repetir muchas veces el algoritmo
[5]. B) Patrones de descargas electricas, los cuales
son muy similares a los generados por DLA
(reproducido con permiso de [32] Copyright (1984) by
the American Physical Society)

[
{a)

Fig. 8. Patrones bi-dimensionales formados por
disolucién quimica. a) la velocidad de flujo del agua de
48 cm3/h. b) velocidad de 4 cm3/h. ¢) 2 cm3/h.
Cuando la velocidad del flujo disminuye las ramas se
ensanchan (reproducido con permiso de [18]
Copyright (1987) by the American Physical Society)
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tres modificaciones al modelo de DLA, dos de ellas
inspiradas en modelos propuestos bajo contextos
muy diferentes.

3.3.1. Dedos viscosos

Cuando dos fluidos inmiscibles estan
confinados entre dos placas rectangulares
paralelas de ancho finito, al ser empujado uno
dentro del otro en direccién longitudinal, la
interfase que separa los dos fluidos toma formas
fractales con diferentes valores de dimensién, que
dependen principalmente del ancho de las placas
[36]. Entre mayor es la separacion de las placas
D: tiende al valor del DLA isotrépico en dos
dimensiones, mientras que para anchos pequefios
se encuentran Di~1 [37].

En el laboratorio se utiliza tipicamente una
celda de Hele-Shaw rectangular que contiene un
fluido viscoso (como una solucién polimérica), al
cual se le inyecta un fluido de menor viscosidad
(como agua o aire) por el lado mas angosto [37].
Se observa que dependiendo del ancho de la
celda y de la velocidad con que sea inyectado el
fluido menos viscoso se formardn patrones de
naturaleza fractal con una Dr que los caracteriza,
desde 1 hasta el limite maximo de 1.6 [18, 37].

El algoritmo numérico que se utiliza para
reproducir el crecimiento de estos dedos viscosos
difiere del DLA clasico ya que ocurre en una red
rectangular (0<x<X, 0<y<Y) en donde se fija una
particula semilla en una orilla del rectangulo (O,
y=2). Las dos paredes laterales son absorbentes
(en la posicién y=0 y y=Y).

Desde la orilla opuesta a la particula semilla (en
x=X) se tira una particula que sale de una posicion
aleatoria sobre el eje y la cual seguira una
caminata aleatoria [36]. De la misma forma que en
el modelo original DLA, si en su trayectoria la
particula difusiva toca a la particula semilla, se
pegara haciendo crecer el agregado.

Si la particula difusiva toca una de las paredes
laterales sera absorbida y se generara una nueva
particula para repetir el proceso. Iterando este
algoritmo un gran numero de pasos, se
reproducen patrones observados en experimentos
de dedos viscosos con fluidos no newtonianos en
donde también se observa un cambio en la
dimension fractal dependiendo de la distancia
entre las paredes absorbentes [5, 36].
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Fig. 9. Esquema del modelo utilizado en la
simulacién de sistemas karsticos subacuaticos
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Fig. 10. Resultados del modelo al colocar un espacio
de confinamiento y una direccion de tendencia

3.3.2. Efectos de una direccion preferencial sobre
los agregados de ALD

Paul Meakin [38] estudi6 una variante del
modelo ALD imponiendo la restriccion de que la
trayectoria de las particulas difusivas tienen un
sesgo hacia una direccion determinada, con el
objetivo de analizar si la difusion sigue controlando
la formacién del cumulo en presencia de una
direccion preferencial de movimiento. En este caso
la simulacién utiliza una red bi-dimensional
cuadrada de celdas regulares que al inicio tendra
una celda ocupada por la particula semilla. Se
establece un pardmetro que define la probabilidad
de tendencia, p.

Las particulas que se adherirdn sucesivamente
realizan caminatas aleatorias tales que, a cada
paso, con probabilidad p el paso se da en la
direccion preferencial. Con la probabilidad

complementaria 1-p, se selecciona al azar una de
las cuatro celdas vecinas, con igual probabilidad,
para escogerla como siguiente posicién de la
particula [39]. Si la probabilidad de tendencia es
uno, la particula seguird una trayectoria lineal en
esta misma direccion y si la probabilidad de
tendencia es cero, la particula seguira una
caminata aleatoria no sesgada. La dimension
fractal que se obtiene en este modelo va de Dr=1.6
hasta D=2 dependiendo de la escala de
observacion [40]. Mas precisamente, para todo
valor del pardmetro p>0 se observa que en
ventanas pequefias de observacion este modelo
tiene una estructura espacial idéntica a los
agregados de DLA, mientras que si se crece la
ventana de observacién la dimensién del camulo
tiende a dos [38].

4. Resultados: Modelo aplicado al
crecimiento de los sistemas
karsticos

Para modelar el crecimiento de las cuevas
subacuéticas hemos aplicado algunas
modificaciones al modelo clasico DLA:

1. Se toma la idea del modelo propuesto por
Nittman et al. [36] para dedos viscosos: en
nuestro caso la existencia de fallas y fracturas
de alta permeabilidad en la zona de estudio
confina el crecimiento de las cuevas. Por lo
tanto se modela este confinamiento mediante
paredes absorbentes laterales que simulan las
condiciones que se observan en la Peninsula
de Yucatan.

2. De acuerdo con el ciclo hidrol6gico, el agua
subterrdnea se encuentra sometida a la fuerza
de gravedad, lo que implica que fluira
preferencialmente de las zonas altas
(montafias por lo general) a las zonas bajas del
continente (el mar). Por lo que la idea
propuesta por Meakin [38] se utiliza para
imponer una direccion preferencial de
crecimiento simulando los efectos de la fuerza
de gravedad sobre la formacién de los sistemas
karsticos.

3. Por dltimo, al ser el acuifero de Yucatan
heterogéneo, se tiene que las propiedades de
la litologia cambian de un lugar a otro
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presentando zonas de baja permeabilidad.
Esta heterogeneidad se simula mediante la
inclusion de regiones cuadradas que
representaran zonas de menor conductividad
hidraulica, las cuales estardn ubicadas en el
medio entre las paredes absorbentes. Estas
regiones se modelaran como absorbentes para
las caminatas.

Con estas tres modificaciones el algoritmo de
nuestro modelo numérico opera de la siguiente
manera. Se toma un espacio bi-dimensional de
coordenadas XY cuyas dos paredes paralelas
horizontales son absorbentes. Se fija una particula
semilla entre las paredes en la posicion (4L/3, 1/2),
donde L seré la longitud de la pared y | la distancia
de separacion entre las paredes (Fig. 7). Dentro
del area se introducen los bloques absorbentes,
los cuales pueden ser de diferentes tamarfios y
cada uno con una posicion determinada (al azar
en general) en el plano XY.

Desde el lado opuesto a la semilla se lanzan
particulas una a una desde una posicién aleatoria
sobre el eje Y en X=0. De esta manera cada
particula avanza siguiendo una caminata aleatoria
en vecindades de Moore (no se permiten
movimientos diagonales) con cuatro libertades de
movimiento: adelante, abajo, atrds y arriba. Si la
particula lanzada toca a la semilla o al agregado
ésta se unird al cumulo. Si toca a alguna de las
paredes o bloques absorbentes, ésta desaparece
generandose una nueva particula en la zona de
lanzamiento para que comience otra caminata
aleatoria.

Por lo tanto en este modelo se permiten variar
siete parametros o propiedades del medio: 1) el
namero de particulas que formaran parte del
agregado; 2) la probabilidad p de sesgo direcciénal
que se quiere aplicar a la particula lanzada; 3) la
longitud L; 4) la separacion | de las paredes; 5) el
numero de bloques; 6) tamafio de bloques; y 7) la
posicion de estos. Cabe mencionar que la
direccion preferencial esta dirigida de X=0 hacia
X=L (flecha verde en Fig. 9).El primer experimento
consistio en analizar la dimension fractal de los
agregados cuando modificamos la probabilidad de
tendencia sobre las particulas lanzadas.

El andlisis de la dimension fractal de las
estructuras se realizé6 mediante el programa
Fractal Analysis [41]. El tamafio de la caja (L=500
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celdas x 1=300 celdas) y el nimero de particulas
agregadas (igual a 9000) se mantuvo constante.
En la Figura 9 se muestra el cambio de la
estructura dependiendo del valor de p. Cuando
p=0 se obtiene un agregado tipico del modelo DLA
clasico, D=1.6. Conforme se incrementa p la
estructura se vuelve mas lineal y su Dsdisminuye
hasta alcanzar un valor Di=1 cuando p=1.

La segunda parte de la simulacion consistio en
colocar zonas de baja permeabilidad y modificar la
probabilidad de tendencia. De esta manera se
observa que las estructuras muestran una similitud
mayor a las cavidades de Yucatan en lo que a su
dimension fractal se refiere. Algunos ejemplos se
pueden observar en la Figura 11, donde se
muestra que la configuracion de los bloques
absorbentes determinan en gran medida la
geometria y la estructura del agregado.Este
resultado es destacable ya que nos ofrece
informacion sobre la influencia directa de la
heterogeneidad y la anisotropia del medio en la
configuracién actual de las cuevas. El modelo DLA
clasico genera estructuras cuya dimension fractal
Di=1.6 el cual es mayor que el que se encuentra
en las 18 cuevas analizadas 1< Di=1.4 (Tabla 1).

Cabe mencionar que la escala proporcionada
por los mapas abarca maximo cuatro ordenes de
magnitud en los sistemas més desarrollados (de
metros a km), sin embargo, es probable que el
comportamiento fractal a escalas menores (p.e.
cm, mm, etc) se mantenga. Las estructuras que se
obtienen en la simulacibn muestran una D que
varia entre 1.3 y 1.5, cuando p=0.1. Estos valores
dependen en gran medida de como se encuentran
ubicados los bloques absorbentes dentro del
espacio donde se forma el agregado. Cuando las
inhomogeneidades son de tamafios pequefos y
en densidad alta, las estructuras crecen de
manera mas lineal.

Cuando no se introducen estas regiones de
baja permeabilidad (i.e. se considera un medio
homogéneo) y p=0.1 se encuentra que D: es
mayor, con valor de 1.54 (Fig. 10). Por lo tanto, el
incluir en el modelo bloques absorbentes nos
permite generar estructuras mas parecidas a las
reales, con una Ds similar.

El considerar una direccién de preferencia para
el crecimiento de los agregados pretende simular
que el agua subterranea se encuentra sometida a
la fuerza de gravedad la cual fluye de las areas de
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Dy = 1.5 ; tenden.= 0.1 D= 1.41 ;tenden.= 0.5

Dy = 1.44 ; tenden.= 0.1 Dy= 1.42 ; tenden.= 0.1

De= 1.4 ; tenden=0.1 Dy= 15 ; teudon.= (0,1

Dy= 138 ; tenden.= 0.1 Dy= 1.48 ; tenden.= 03

Fig. 11. Algunos ejemplos de estructuras obtenidas
por el modelo

mayor a menor altitud. Siendo en el caso
especifico de la zona de estudio la direccion del
flujo de oeste a este siguiendo el desnivel del
terreno y la estructura de las fallas [27, 42].

5. Conclusiones

La geometria fractal es apropiada para
describir distintas estructuras que se observan en
la naturaleza [1, 5]. Se observa que las cuevas
analizadas en este trabajo muestran un
comportamiento fractal auto-similar que se refleja
en su dimension fraccionaria (Fig. 3). En la Tabla 1
se observa que en general los sistemas con mayor

tamafio de desarrollo (kilbmetros) son mas
ramificados que las cuevas que tan solo alcanzan
decenas de metros de pasajes de disolucién. Esta
caracteristica suele influir el calculo de Dy, el cual
es en general mayor para los sistemas que
alcanzan kildbmetros de desarrollo (Tabla 1). Cabe
mencionar que la escala minima de resolucién que
se considera en el andlisis de la geometria de las
cuevas son de algunos metros debido a que los
mapas se dibujan a partir de la escala humana
(espeleobuzos). El modelo de este trabajo se
inspira en parte en trabajos previos sobre el
analisis experimental de los dedos viscosos [36,
37], que se desarrollan en sistemas confinados. En
nuestro caso particular las paredes laterales del
espacio rectangular que confina el crecimiento del
agregado simula las fracturas de la zona
de estudio.

Una modificacién plausible podria tener en
cuenta que el espacio que confina el crecimiento
es méas complejo que un simple rectdngulo. Se ha
observado que la distribucién de las fracturas es
fractal [2], por lo tanto si el espacio tiene una
geometria fractal las estructuras crecerian
siguiendo esta misma forma naturalmente. En este
sentido Nieto-Smaniego et al., [43] sugieren que el
desarrollo mismo de las cuevas y cavernas de
Yucatan a grande escala podria estar afectado por
una distribucidn fractal de las fracturas.

La direccion preferencial en el movimiento
difusivo intenta simular la fuerza de gravedad a la
que esta sometida el flujo de agua, y por lo tanto
la corriente principal de disolucion. Ademas es
destacable que la dimension fractal de los
agregados disminuye cuando se insertan zonas de
baja permeabilidad dentro del area de crecimiento.
Estos “bloques” crean un sistema inhomogéneo
que modela las regiones en la que no hay
formacién de sistemas karsticos ya sea por la
presencia de fracturas o por que la composicién de
la roca no permite facilmente su disolucion.

Al colocar estas condiciones se logra disminuir
Dren comparacion al valor del modelo DLA clasico
(D=1.6), acercandose a los valores que muestran
las cuevas analizadas. Sin embargo, en la mayoria
de las simulaciones realizadas no se obtienen
estructuras tan compactas como en los sistemas
reales sino formas mas ramificadas. El modelo de
ALD parte de la idea de generar estructuras por
difusién, donde el crecimiento ocurre sobretodo
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por las puntas [33,5]. Si bien el proceso principal
que da lugar al crecimiento de los sistemas
karsticos es la disolucion, en el cual las fases
sélido (caliza) y liquido (agua) al estar en contacto
se diluyen creando una difusién molecular de los
componentes, también puede existir un proceso
de adveccion que se da cuando el fluido esta en
movimiento [19]. En en los modelos de tipo ALD
no se considera la adveccion, por lo que puede ser
una interaccion a considerar en futuros trabajos.

Estos resultados abren la puerta a
experimentos numéricos para poder investigar las
propiedades del modelo en todo el espacio de sus
parametros. Por ejemplo reducir el ancho de las
paredes podria producir estructuras mas lineales;
0 bien incrementar el valor de la tendencia p; o
variar la forma o tamafio de los bloques
absorbentes que intentan simular un medio
heterogéneo. Por lo tanto, en conclusion nuestro
modelo intenta aproximarse al proceso complejo
que da lugar a la emergencia de los sistemas
karsticos. Mostramos que condiciones iniciales
sencillas pueden evolucionar en complejidad a lo
largo del tiempo, hasta formar estructuras
similares a las observadas en cuevas.

Agradecimientos

MMV agradece al Consejo Nacional de Ciencia
y Tecnologia (CONACYT) por su valioso apoyo en
la estancia postdoctoral actual y a Zian Fanti por
su ayuda en el desarrollo del modelo numérico.

Referencias

1. Mandelbrot, B. (1982). The fractal geometry of the
nature. W.H. Freeman, San Francisco.

2. Ball, P. (2016). Patterns in Nature: Why the Natural
World Looks the Way it does. University of Chicago
Press.

3. Barnsley, M. (2013). Fractals everywhere.
Academic Press, San Diego California, pp. 394.

4. Koch, H. (1904). Sur une courbe continue sans
tangente, obtenue par une  construction
géometrique élémentaire. Arkiv for Matematik
Astronomi och Fysik, pp. 681-704.

5. Turcotte, D. L. (1997). Fractals and Chaos in
Geology and Geophysics. Cornell University, New
York second edition.

Computacién y Sistemas, Vol. 21, No. 1, 2017, pp. 45-55
doi: 10.13053/CyS-21-1-2582

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Falconer, K. (2003). Fractal geometry:
mathematical foundations and applications. John
Wiley & Sons, Ltd., pp. XXV, University of Bristol.

Block, A., Von-Bloh, W. & Schellnhuber, J. H.
(1990). Efficient box-counting determination of
generalized fractal dimensions. Physical Review A
42,Vol. 42, No. 4, DOI: 10.1103/PhysRevA.42.1869

Barton, C. C. & La-Pointe, P. R. (1995). Fractals in
Petroleum Geology and Earth Processes.

Kambesis, P. N. & Coke IV, J. G. (2016). The Sac
Actun System. Boletin Geoldgico y Minero, Vol.
127, No. 1, pp. 177-192.

Lugo-Hubp, J., Aceves-Quezada, J., & Espinasa-
Perefia, R. (1992). Rasgos geomorfolégicos
mayores de la peninsula de Yucatdn. Reuvista,
Universidad Nacional Auténoma de México,
Instituto de Geologia, Vol. 10, No. 2, pp. 143-150.
https://caves.org/project/grss/qrlongeshtm

Perry, E., Velazquez-Oliman, G., & Marin, L.
(2002). The Hydrogeochemistry of the Karst Aquifer
System of the Northern Yucatan Peninsula, Mexico.
International Geology Review, Vol. 44, No. 3, pp.
191-221. DOI: 10.2747/0020-6814.44.3.191
Monterrubio-Velasco, M. (2005). Estudio fractal de
las cuevas y cavernas de Quintana Roo. Tesis de
Licenciatura, Universidad Nacional Autébnoma de
México, pp. 86.

Marin, L. E., Pacheco, J., & Méndez, R. (2004).
Hidrogeologia de la Peninsula de Yucatan. El agua
en México vista desde la academia. Academia
Mexicana de Ciencias.

Goodier, J. (2004). Encyclopedia of Caves and
Karst Science. Vol. 18 No. 6, pp. 41-42.

Witten, T. & Sander, L.M. (1983). Difusién-limited
aggregation. Physical Review B 27, pp. 5686-5697.
Sander, L.M. (1992). Growth and aggregation far
from equilibrium. Solids far from equilibrium. C.
Godreche Ed. Cambridge University Press.
Daccord, G. (1987). Chemical dissolution of a
porous medium by a reactive fluid. Physical Review
Letters. Vol. 58, No. 5, DOI: 10.1103/PhysRevLett.
58.479.

Soliz, J. G. & Llanos, H. (2002). Conceptualizacion
y modelacién de medios porosos fracturados. El
caso del macizo karstico de Gorbea (Pais Vasco).
Estudios del Museo de Ciencias Naturales de
Alvala, Espafia, Vol. 17, pp. 25-50.

Ford, D. & Williams, P. (2013). Karst hydrogeology
and geomorphology. Jonh Wiley & Sons, Ltd.

Marin, L. E., Steinich, B. J., Pacheco, J., &
Escolero. O. (2001). Hydrogeology of a
contaminated sole-source karst aquifer, Mérida,


https://caves.org/project/qrss/qrlongeshtm
http://www.emeraldinsight.com/author/Goodier%252C+John

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

ISSN 2007-9737

Simulacion del crecimiento fractal de las cuevas subacuaticas de Quintana Roo con el modelo de agregacion... 55

Yucatan, México. Geofisica Internacional, Vol. 39,
No. 4, pp. 359-365.

Villasuso, M. & Méndez, R. (2000). A conceptual
model of the Aquifer of the Yucatan Peninsula.
Population, development and environment on the
Yucatan Peninsula.

Beddows, D. A., Smart, P. L., Whitaker, F. F,, &
Smith, S. L. (2003). Density stratified groundwater
circulation on the Caribbean coast of the Yucatan
Peninsula, México. Hydrogeolohy and Biology of
Post-Paeozoic  Carbonate  Aquifers, Special
Publication 7, Karst Waters Institute.

Butterlin, J. & Bonet, F. (1960). Formaciones
cenozoicas de la Parte Mexicana de la Peninsula
de Yucatan. Instituto de Geologia, UNAM.

Weidie, A. E. (1982). Lineaments of the Yucatan
Peninsula and Fractures of the Central Quintana
Roo Coast: Road Log and Supplement to 1978
Guidebook.

Escolero, O.F., Marin, L.E., Rebolledo, M.,
Alcala, A., & Martinez, V. (2005). Programa de
Monitoreo de Aguas Subterraneas de la Caleta de
Xel-Hay sus alrededores. Estado de Quintana Roo,
Grupo Xcaret.

Feder, J. (1988). Fractals. Plenum Press, New York
and London.

Brown, R. (1828). The general existence of active
molecules in organic and inorganic bodies.
Philosophical Magazine, pp. 4161-173.

Einstein, A. (1905). Uber die von der
molekularkinetischen Theorie der Warme gefordete
Bewegung von in ruhenden Flussigkeiten
suspendierten. Teilchen. Ann. Physical, Vol. 322,
No. 8, pp. 549-560, DOI: 10.1002/andp.
19053220806.

Srivastava, R., Yadav, N., & Chattopadhyay, J.
(2016). Growth and Formation of Diffusion-Limited-
Aggregation Crystal Pattern. Growth and Form of
Self-organized Branched Crystal Pattern in
Nonlinear Chemical System, pp. 47-52, Springer
Singapore.

Strogatz, S. H. (1994). Nonlinear dynamics on
Chaos. Westview.

Niemeyer, L., Pietronero, L., & Wiesmann H. J.
(1984). Fractal dimension of dielectric breakdown.
Physical. Review. Letters, Vol. 52, No. 12, pp. 1033,
DOI: 10.1103/PhysRevLett.52.1033.

33.

34.

35

36.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Sander, L. M. (1986). Fractal growth processes.
Nature, Vol. 322, pp. 789-793.

Daccord, G. & Lenormand, R. (1987). Fractal
Patterns from chemical dissolution. Nature, Vol.
325, pp. 41-43, DOI: 10.1038/325041a0

Vicsek, T. (1992). Fractal growth phenomena. Vol.
2, Singapore: World scientific.

Nittman, J. & Daccord, G.E. (1985). Fractal
growth  of viscous fingers:  Quantitative
characterization of a fluid instability phenomenon.
Nature, Vol. 314, pp. 141-144.

37. Daccord, G., Nittman, J., & Stanley, H. E.
(1986). Radial viscous fingers and disffusion —
limited aggregation: fractal dimension and growth
sites. Physical Review Letters, Vol. 56, No. 4, pp.
336-339. DOI:https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.
50.336.

Meakin, P. (1983). Effects of particle drift on
diffusion-limited aggregation. Physical Review.
Letters Vol. 28, No. 9, DOI: 10.1103/PhysRevB.
28.5221.

Peitgen, H. O., Jiirgens, H., Saupe, D., Maletsky,
E., Perciante, T., & Yunker, L. (1992). Fractals
forthe Classroom, Strategic Activities. Springer-
Verlag, New York.

Jullien, R., Kolb, M., & Botet, R. (1984). Diffusion
limited aggregation with directed and anisotropic
diffusion. Physique, Vol. 45, No. 3, pp. 395-399,
DOI: 10.1051/jphys:01984004503039500.

Tolson, G. (2001). Fractal Analysis; software de
acceso libre para el célculo de dimension de cajas
en fracturas. http:/geologia.igeolcu.unam.mx

Perry, E. C., Velazquez, G.Y., & Marin, L. E.,
(2002). The hydrogeochemistry of the karst aquifer
system of northern Yucatan Peninsula, México.
International Geology Review.

Nieto-Smaniego, A.F., Alaniz-Alvarez, S.A.,
Tolson, G., Olesschko, K., Korvin, G., Xu, S. S,
& Perez-Venzor, J. A. (2005). Spatial distribution,
scaling and self-similar behavior of fracture arrays
in the los planes fault, Baja California Sur, México.
Pure and Applied Geophysics, Vol. 162, No. 5, pp.
805-826, DOI: 10.1007/s00024-004-2642-y.

Article received on 16/09/2016; accepted on 02/12/2016.
Corresponding author is M. Monterrubio.

Computacién y Sistemas, Vol. 21, No. 1, 2017, pp. 45-55
doi: 10.13053/CyS-21-1-2582



