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Resumen. En este articulo se propone un algoritmo,
para resolver el problema de membresia en Gramaticas
de Reemplazo de Hiperaristas (HRG). Given a
hypergraph H with labeled nodes and hyperedges,
dirigidas y enraizadas, el problema consiste en
determinar si H € L(G), donde G € HRG, es decir
si H estd en el lenguaje generado por G, para esto
el andlisis se lleva a cabo directamente en la Matriz
de Adyacencias del hipergrafo H. Ademas, para el
algoritmo propuesto se presenta la demostracion de que
es correcto.

Palabras clave. Problema de membresia, hipergrafo,
matriz de adyacencias.

Membership Problem with
Adjacency Matrix

Resumen. In this article, proposed a algorithm to solve
the membership problem in Hyperedge Replacement
Grammars (H RG). Given a hypergraph H with labeled
nodes rooted and directed hyperedges, the problem
consists in determining if H € L(G), where G isin HRG,
this is to say, if H is in the language generated by G, for
this the analysis is done directly in the Adjacency Matrix
of the hypergraph H. For the algorithm proposed, also
presents the proof of its correctness.

Palabras clave. Membership problem, hypergraph,
adjacency matrix.

1. Introduccion

En este articulo se presenta un algoritmo
Analizador que soluciona el problema de
membresia en Gramaticas de Reemplazo de
Hiperaristas (HRG), por sus siglas en inglés,

es decir, a través de las reglas de produccién
reconoce el hipergrafo de entrada H.

Las gramaticas de hipergrafos se han
desarrollado como una extensién del concepto
formal de Gramaticas Libres de Contexto, donde el
concepto de reescritura de simbolos por cadenas
se generaliza a reemplazo de hiperaristas por
hipergrafos, a pesar de que en el caso de cadenas
el reemplazo de una cadena por otra suele ser
un proceso sencillo, no es asi para el caso de
hipergrafos, pues tratindose de este esquema se
requiere encontrar una ocurrencia de un hipergrafo
para ser reemplazado por otro hipergrafo [13].

Las HRG son un formalismo para la generacién
de lenguajes de hipergrafos, las HRG son
utilizadas en diferentes areas, tales como
comprension y generacion de lenguaje natural,
traduccion automdtica basada en semantica,
asi como en teoria de juegos, bases de datos,
inteligencia artificial, entre otras [15, 16, 17, 7].

Es bien sabido que el problema de membresia
para HRG en general es intratable [1, 12] sin
embargo, se han presentado algunos resultados
para resolver el problema de membresia. En [13]
se presenta una version extendida "Top-Down”
para HRG del algoritmo CKY de gramaticas libres
de contexto para cadenas sobre hipergrafos de
grado acotado, los cuales permiten ejecutar el
algoritmo analizador en un tiempo polinomial.

Por otro lado [3] presenta un algoritmo para un
analizador "Bottom-Up” en HRG representado a
través de un sistema deductivo. El algoritmo se
basa en una buena descomposicion hiperarbérea
que cumple ciertas restricciones, tales como,
ancho y grado del hipergrafo acotado.
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También presenta un esquema de optimizacion
que junto con las restricciones antes mencionadas
permiten ejecutar el algoritmo analizador en un
tiempo polinomial.

El algoritmo que presenta [15] solamente
emplea gramaticas de grafos [5] para representar
algunos aspectos del significado de una oracion en
inglés. Del mismo modo el algoritmo que presenta
[8], dado que estd disefiado para Gramaticas
de Grafos Regulares [4], las cuales son una
subfamilia de los Lenguajes de Reemplazo de
Hiperaristas (H RL), por sus siglas en inglés.

El Analizador que aqui se propone resuelve el
problema de membresia en H RG, para ello realiza
el proceso de andlisis sobre una representacion
matricial de H, en particular sobre la matriz de
adyacencias. De tal forma que se define un nuevo
tipo de Matriz de Adyacencias (M A), como una
herramienta mas para el analisis en hipergrafos.

En el Analizador no se utiliza la definicion de
M A para grafos, es por ello, que se ha propuesto
una definicion para la construccion de la MA,
correspondiente al hipergrafo de entrada H. Cada
fila de la M A se forma con conjuntos, los cuales
representan las etiquetas de las hiperaristas de
cada vértice del hipergrafo H.

El Analizador tiene una complejidad polinomial
de orden O(1°), donde [ es el nimero de vértices
del hipergrafo de entrada H

Las contribuciones que se presentan en este
articulo son: el disefo del Analizador, cuya
complejidad es polinomial y que lleva a cabo el
andlisis sobre la M A del hipergrafo de entrada H,
para resolver el problema de membresia en H RG.
Asi como la definicion de la M A del hipergrafo de
entrada y la demostracion de que el Analizador
es correcto.

El articulo se encuentra organizado de la
siguiente manera, en la seccion 2 se abordan
algunos conceptos relacionados con las HRG,
tales como, mecanismo de reemplazo de
hiperaristas por hipergrafos, la relaciéon de
derivacion y su cerradura reflexiva y transitiva de
la relacion de derivacion. También se describe el
lenguaje de hipergrafos.

En la seccion 3 se presenta el Analizador que
resuelve el problema de membresia en HRG, asi
como el desarrollo de un ejemplo que muestra
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el funcionamiento del Analizador, también se
presenta la demostracion de que el Analizador
es correcto y el analisis de la complejidad
del Analizador. Finalmente en la seccion 4 se
presentan los principales resultados obtenidos, asi
como las aportaciones obtenidas de este articulo.

2. Hipergrafos y Gramaticas de
Reemplazo de Hiperaristas

Un hipergrafo es una generalizacién de un grafo,
donde cada hiperarista ¢ [15] puede relacionar
cualquier subconjunto de vértices denominados
vértices adjuntos, incluyendo al conjunto vacio. Un
hipergrafo se forma de un conjunto de vértices
junto con un ndmero variado de hiperaristas
dirigidas. [11, 18, 6].

Definicion 1 Un hipergrafo con hiperaristas
etiquetadas y dirigidas es una terna H =
(V,E,lab), donde V es un conjunto de vértices,
cada e € FE es un par (R, D.), talque R. C V es
el origende ey D. C V' \ R, es el destino, C es
un conjunto numerable de etiquetas y lab es una
funcién de E en C.

Definicion 2 Un hipergrafo con
etiguetadas y dirigidas H =
enraizado si:

hiperaristas
(V,E,lab) es

— H es aciclico.

—V = {UR}UN, {UR}QN = 0, VR €S un
vértice distinguido que se le llama nodo raiz
del hipergrafo H. N es el conjunto de vértices
que no son raiz.

Cuando hablemos de hipergrafo, entiéndase
que es un hipergrafo enraizado con hiperaristas
etiquetadas y dirigidas.

Definicion3 [9] Sea H = (V,FE,lab) un
hipergrafo, sea V' un conjunto de vértices y a,b €
V. Entonces a es un vértice adyacente a b si existe
una hiperaristae € Etalque a € R. y b € D..



2.1. Reemplazo de Hiperaristas por
Hipergrafos

En esta seccion, se presentan las definiciones
del proceso de derivacién de hipergrafos vy
reemplazo de una hiperarista por un hipergrafo,
elementos necesarios para abordar el concepto
de la HRG, el cual es fundamental en el disefio
del Analizador.

Los vértices externos se definen como una
lista ordenada de vértices distintos ext € V*. El
vértice raiz se define como un vértice designado
como la raiz del hipergrafo y cada hiperarista
es dirigida desde esta raiz, ambos elementos
especifican como reemplazar una hiperarista por
un hipergrafo.

Las HRG permiten manipular hipergrafos
mediante la sustitucién de hiperaristas. Una
hiperarista ¢ € H es reemplazada por un
hipergrafo H’, a través del vértice raiz y los
vértices externos, inicialmente la arista e es
removida y los vértices externos de H’ son
mapeados con los vértices adjuntos de e, es
decir el i-ésimo y j-ésimo vértice externo de la
hiperarista e es mapeado con el i-ésimo y j-ésimo
vértice adjunto en el hipergrafo H'.

Definicion 4 [18] Sean % la clase de todos los
hipergrafos sobre el conjunto de etiquetas C. Sean
H € Hce un hipergrafo y B C E(H) un conjunto
de hiperaristas a ser reemplazadas. Sea repl :
B — H¢ una funcion que realiza la operacion de
reemplazo de la siguiente manera.

El reemplazo de B en H hecho por repl
produce el hipergrafo H|[repl] que se obtiene al
quitar B de FEpy, agregando disjuntamente los
vértices e hiperaristas de repl(e) por cada e € B
y empatando el i-ésimo vértice externo con el
i-ésimo vértice adjunto de e para cada e € B.
Todas las hiperaristas mantienen sus etiquetas
y vértices adyacentes; los vértices externos de
Hirepl] son los de H. Si B = {e1,...,en} ¥
repl(e;) = R;, para i = 1,...,n, entonces se
escribe Hle1/Ry,...,en/Ry) enlugar de Hrepl].

La Figura 1 inciso b) muestra el reemplazo de la
hiperarista Y por el hipergrafo H que se muestra
en el inciso a).
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v want’ arg1
_— arg0
a) hipergrafo H
believe’ believe’
arg0
arg0
b)

Fig. 1. a) Hipergrafo H. b) Reemplazo de hiperarista Y’
por H (tomada de [3])

2.2. Gramaticas de Reemplazo de
Hiperaristas

Las HRG son elementos que pueden ser
empleados para la generacion y analisis de la
representacion semantica apoyada en hipergrafos
[10]. En la Figura 2 inciso a) se muestra una H RG.

Fig. 2. a) Reglas de produccién para G. b) Derivacion
a partir de G para el hipergrafo H* que representa el
significado "The boy wants the girl to believe that he
wants her” (tomada de [3])
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Definicion 5 [15] Una Gramatica de Reemplazo
de Hiperaristas (HRG) es una tupla G =
(N,T, S, P)donde:

— N es un conjunto finito de simbolos
no terminales.

— T es un conjunto finito de simbolos terminales.
— S € N es un simbolo no terminal inicial.

— P es un conjunto finito de reglas de
produccion de la forma p : A — R, donde
A € N,y Resun hipergrafo cuyas hiperaristas
estan etiquetadas por simbolos de T'U N.

2.3. Derivacion

Sean e € F una hiperarista etiquetada con A y
R un hipergrafo. El elemento principal de las H RG
es el conjunto finito de reglas de produccién, se
dice que estas controlan el proceso de derivacion
pues determinan la hiperarista ¢ que debe ser
reemplazada por un hipergrafo. Una regla de
produccién de las HRG es de la forma A — R
para la hiperarista e que sera reemplazada. A es
llamado el lado izquierdo de A — Ry R es llamado
el lado derecho de A — R. Para ser mas precisos
se tiene la siguiente definicion.

Definicion 6 [15] Sea NV un conjunto de simbolos
no terminales. Una regla de produccion sobre
Nesdelaformap =A - R, A€ Ny Res
un hipergrafo cuyas hiperaristas estan etiquetadas
por simbolos de N U T.

La definicion 6 se tomd de [15], sin embargo
para el proposito en este articulo A corresponde a
la etiqueta del hipergrafo del lado izquierdo de la
regla de produccion p.

El proceso de derivacion inicia con el simbolo
inicial S, y de forma repetida se elige un
simbolo A no terminal para ser reemplazado por
el hipergrafo R, a través de alguna regla de
producciéon A — R. A su vez el hipergrafo R
puede tener otras hiperaristas etiquetadas con
simbolos no terminales, de tal manera que el
proceso de reemplazo continla hasta que todas
las hiperaristas estén etiquetadas con simbolos
terminales [2].
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Definicion7 [2] Sea G una HRGy A — R
una regla de produccién de G . La relacion
H' = H* (H* es derivada de H' en un solo
paso) se define de la siguiente forma. H’ debe
tener una hiperarista e etiquetada con A; sean
v1,...,v; Vértices conectados de la hiperarista.
Sean uq, ..., uy, los vétices externos de R. Entonces
H* es el hipergrafo formado después de haber
removido e de H’, haciendo una copia isomorfa de
R, e identificando v; con las copias de u; para cada
i=1,.. k.

Sea = la cerradura reflexiva y transitiva de =.
El lenguaje genreado por G que usualmente se
denota por L(G) es igual al conjunto de todas
las H, tales que S deriva en 0 0 mas pasos a
H y donde H solamente consta de hiperaristas
etiquetadas con simbolos terminales.

La Figura 2 inciso b) muestra un ejemplo del
proceso de derivacién a partir de G para el
hipergrafo de entrada H, el cual representa "The
boy wants the girl to believe that he wants her”.

Inicialmente, se aplica la regla de produccién
A1 — Ry para reemplazar el hipergrafo cuya
hiperarista esta etiquetada con el simbolo inicial
S, por el hipergrafo R;, con lo que se obtiene el
hipergrafo H'. Posteriormente en H' sobre la base
de la regla de producciéon A, — R, se reemplaza
la hiperarista X por el hipergrafo Rs, con lo que
se obtiene el hipergrafo H”, enseguida se realiza
una copia isomorfa de R,, considerando un mapeo
entre los vértices 1,4 conectados a X y los vértices
externos 1,4 de R,.

Finalmente, en H" sobre la base de la regla de
produccion As — Rz se reemplaza la hiperarista
Y por el hipergrafo R3, con lo que se obtiene
el hipergrafo H*, enseguida se realiza una copia
isomorfa de Rj3, considerando un mapeo entre
los vértices 2,3,4 conectados a Y y los vértices
externos 2,3,4 de Rj.

Se muestra que en el hipergrafo resultante H*
todas las hiperaristas estan etiquetadas solamente
con simbolos terminales, por lo tanto se concluye
que el hipergrafo de entrada H*, si es derivado a
partir del hipergrafo H', a través de la aplicacién
de las reglas de produccién de G.

Una vez presentado el concepto de la HRG, asi
como el proceso de derivacién, se puede abordar



el concepto de lenguaje de hipergrafos, el cual se
define como el conjunto de todos los hipergrafos
H, de tal forma que cada uno contiene solamente
hiperaristas etiquetadas con simbolos terminales
y que ademas estos hipergrafos pueden ser
derivados a partir del simbolo S aplicando
producciones de P, en un numero finito de pasos
S = H [14].

Definicion 8 [11] El lenguaje de hipergrafos
L(HRG@) generado por HRG consiste de todos los
hipergrafos etiquetados con simbolos terminales,
los cuales se pueden derivar de A aplicando
producciones de P, donde A € Ho es
un hipergrafo.

L(HRG) = {H € H|A =% H}.

3. Analizador

En esta seccion se presenta el Analizador para
resolver el problema de membresia en HRG. Este
lleva a cabo el andlisis en la M A del hipergrafo de
entrada H. La M A para el hipergrafo de entrada H
y para cada hipergrafo R de cada una de las reglas
de produccién de la HRG, son creadas antes de
ejecutar el Analizador.

3.1. Matriz de Adyacencias

En el Analizador no se utiliza la definicion de
Matriz de Adyacencias (M A) para grafos, sino una
en la cual las etiquetas de las hiperaristas de cada
vértice quedan representadas en cada uno de las
entradas de la matriz.

La MA de un hipergrafo, es una matriz
cuadrada, donde los vértices de H indexan a
cada fila y columna de la matriz bajo un orden
arbitrario. Sin embargo el orden elegido debe
ser consistente, es decir indexar las filas y
columnas bajo el mismo orden.Esto se puede ver
representado en la definicién 9.

Cuando hablemos de My, entiéndase que es
la matriz de adyacencias del hipergrafo H. De
igual forma, cuando hablemos de Mciqa—r)
entiéndase que es la matriz de adyacencias del
hipergrafo R.
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want

believe

arg0

Fig. 3. Hipergrafo H (tomado de [15])

Definicion 9 Sea H un hipergrafo con hiperaristas
etiquetadas y dirigidas y sea MA una matriz
cuadrada con entradas a;;, definidas por a;; =
lab(e) donde i,5 € V(H):

a;; = lab(e) donde i € R.,j € D.ye € E(H).

Para el proposito de este articulo, formamos
la MA de la siguiente manera. Con base a la
direccion de cada hiperarista dirigida, de tal forma
que la primera fila, corresponde con el conjunto
formado por el vértice raiz, enseguida la segunda
fila, corresponde con el conjunto formado por el
vértice adyacente a las siguientes raices, ubicadas
en el hipergrafo, partiendo de arriba hacia abajo
y de izquierda a derecha, y asi sucesivamente
hasta haber representado en la M A a todas las
hiperaristas del hipergrafo.

En las figuras 3 y 4, se muestra el hipergrafo de
entrada H con su My formada por cinco filas y
cinco columnas. La primera fila tiene 3 conjuntos
#+ (, los cuales representan las etiquetas de las
hiperaristas adyacentes al vértice a.

Las figuras 6 a 11 muestran las My para el
hipergrafo R de las reglas X, X3, Xo y X; de la
HRG dada.

El Analizador recibe como entrada la My de
H, el conjunto de las M4 de los hipergrafos R
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para cada una de las reglas de produccién de la
HRG y la Mg de R para la regla inicial S — R. El
Analizador no utiliza los vértices externos, debido
a que esta parte del hipergrafo de entrada H y los
vértices externos se requieren solamente durante
el proceso de derivacion.

Cuando hablemos de empatar dos filas,
entiéndase que nos referimos a que los conjuntos
de ambas filas se intersectan, esto significa que
las etiquetas de las hiperaristas del hipergrafo
representado por éstas, son las mismas que las
del hipergrafo R de la regla.

fa} {0} feb {4} 00
{a} ({} Hargi}  {}  H{argo} {want}
oy [ {3 {3 A{argo} {argi} {believe}
{b [+ O {} { {girl}
a4 { {1+ O {} { {boy}
o \{} {} { { {

Fig. 4. My del hipergrafo de la figura 3

Los algoritmos Analizador y Empata van
creando una copia de las filas de My y de la
Mp, del hipergrafo R conforme se va realizando
el analisis, debido a que durante el proceso de
analisis los conjuntos que se intersectaron podrian
ser () y en caso de que las filas no empaten entre
ellas, se tiene que buscar una nueva regla, por
lo que es necesario recuperar los conjuntos de
ambas filas,

4. Algoritmo Analizador

El algoritmo Analizador consta de tres
iteraciones anidadas.

1. La iteracién mas externa (lineas 2 a 24) toma
cada fila fy, de la matriz de adyacencias My
del hipergrafo de entrada H.

2. ' La iteracion intermedia (lineas 2 a 37) toma
cada matriz de adyacencias Mg, de R para la
reglas de produccioén, cuyas etiquetas se han
almacenado en la pila.

'Esta iteracion corresponde al algoritmo Procesa
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Algorithm 1 Empata(fag, Mg)

1: Salida: {V,, V,,, Vi, Va, V,,}
2: fr < next(fr, Mg)
3: Mientras(Mpg # ()

4 fap <+ fr
5. empataf =V,
6: Para cada conjunto z # 0 de fau
7 1+ false
8: Para cada conjunto y # () de far
o: si(zNy)#0
10: z—z—(zNy)
11: y—y—(xNy)
12: 1 < true
13: rompeCiclo
14: continua
15: Si —i
16: rompeCiclo
17: continua
18: Paracaday # () de far
19: SeaV ey
20: siVeT
21: fr < next(fr, Mg)ira3
22 si V = etiq(Mg)
23: empataf <V _;
24: en otro caso
25: empataf <V _g4
26: rompeCiclo ir a 35
27: y—y—{V}
28: continua
29:  Sii
30: empataf < Ve
31: rompeCiclo
32:  en otro caso
33: empataf <V,
34: continua

35: regresa empata f

3. 2Laiteracién mas interna (lineas 2 a 35) toma
cada fila fg, de la matriz de adyacencias
MpEg, para ver si empata con la fila fz,, aqui
tenemos tres casos:

a) fr, Y fu, empatan (lineas6a 17y 30 a
31), entonces continua con el ciclo mas
externo.

2Esta iteracion corresponde al algoritmo Empata
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1
1

x3 3 want arg1 believe
X
x0 ﬁ ﬁ argO
3 2 3 2

x2 3 2

Fig. 5. HRG (tomadas de [15])

{13 {22 {3} = {1} {2} {3}
1 /0 X {5 {3 1/ X5 {6 {8
20 0 {0 (X { 201 0 O {0 {xi
B O O {X B 0 {0 O
o \{} { O { o \{} {+ O {
Fig. 6. Mx( para el hipergrafo de la figura 5 Fig. 9. Mx. para el hipergrafo de la figura 5
{1y {22 8 o 0 {{1}} -
{1} ({3 Aargr} {argo} {want} g
T I S Y S > ({} { )
C{j} g H g H Fig. 10. Mx, para el hipergrafo de la figura 5
Fig. 7. Mx3 para el hipergrafo de la figura 5 P {{1}} { S )
1 girl
{20 {3 % 00 ( O )
g{ g {aﬁh} {aglo} {bffl{i}?ve} Fig. 11. Mx para el hipergrafo de la figura 5
B30 {} {} ,
interno.

oo \ {} {} {} {}
. ) i ¢) fr., Y fu, no empatan (lineas 6 a 17
Fig. 8. Mx3 para el hipergrafo de la figura 5 y 22°'a 26) y fr, contiene las variables
Vi,...,Vm, entonces para cada 1,1 <
I < m continua con el ciclo intermedio.
b) fr, Y fu, no empatan (lineas 6 a 17 =m
y 19 a 21) y fgr, no contiene variables,
entonces continua con el ciclo mas

El algoritmo Procesa utiliza una pila, de tal forma
que durante el andlisis, se van almacenando las
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etiquetas de todas las variables encontradas en
la fila fr de la matriz de adyacencias Mgy que
esta siendo analizada, posteriormente estas se
iran desempilando una a una conforme se van
empatando las filas fr de la matriz Mg y fg de
la matriz M.

El funcionamiento del Algoritmo 3 se muestra
para la primera fila de la matriz My de la figura
4 junto con las Mg, de las reglas de produccion de
la HRG, las cuales se muestran en las figuras 6
aiil.

En la iteracién mas externa, toma la fila {a}
de la matriz My, para que enseguida tome la
matriz de adyacencias correspondiente a la regla
del simbolo inicial Mx, del hipergrafo R de la
regla Xo y en la linea 9 llame al algoritmo
Empata({a}, Mxo), con el propésito de que en la
iteracion mas interna, verifique silafila {1} de Mx,
empata con la fila {a} de My.

Asi que el algoritmo Empata({a}, Mxo)
en las lineas 22 a 26 regresa la etiqueta
de la variable X3 contenida en la fila {1},
enseguida en la iteracion intermedia, el algoritmo
Procesa({a},Cr, Pvar, X3, Mx0), en las lineas
19 a 20 apila la variable X5 en la pila Py,
enseguida, el algoritmo Empata({a}, Mx,) en
la iteracion mas interna en las lineas 8 a 14 y
32 a 33 valida que todos los conjuntos de la
fila {1} ya estan vacios, es decir que ya no hay
mas variables para apilar, entonces el algoritmo
Procesa({a},Cr, Pyar,Vp, Mxo) en la iteracion
intermedia, en las lineas 22 a 26 toma la matriz
ng.

Algorithm 2 BuscaMA(C R, PV ar[tope])
1: Salida: {0, M4}
2: Mar+ 0
3 Para cada M} de Cr
4: si etig(M}y) = PVar[tope]
5
6

: Magr <+ Mll%
: regresa (M ag)

Posteriormente, el algoritmo Empata({a}, Mxs)
en la iteracion mas interna toma la fila {1} de la
matriz de adyacencias Mxs para que enseguida
en la iteracion que inicia en la fila 8 a 14, tome los
conjuntos {arg:}, {argo} y {want} de la fila {a}
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Algorithm 3 Analizador(My,Cr, S)

1: Salida: {true, false}

2: g+ 1

3: Mp <+ S

4: push(Py 4 [tope], S)

5: Mientras (¢ — 1) < |Mpy|

: fu < next(fu, Mg)

fam < fu

empatafH < false

9:  res < Empata(fag, Mg)

10: R — Procesa(fu,Cr, Pyar,res, M)

© N

11:  sSiR=V;

12: empatafH <+ true
13: proclq] < fu

14: qg+—q+1

15: irab

16: SiR=1V,

17: ira7

18: SiR=1V,

19: empatafH « false
20: rompeCiclo

21:  en otro caso

22: ira9

23: continua
24: regresa empata fH

y valida que se intersectan con {arg:}, {argo} vy
{want} de la fila {1}, a su vez a cada conjunto
de ambas filas les va restando la interseccién de
ambos, como se muestra en la figura 12.

Posteriormente, en la iteracion intermedia
en las lineas 4 a 5 y 16 a 18 el algoritmo
Procesa({a},Cr, Pyar, Ve, Mx3) desempila a
X3 para tomar el siguiente elemento en la
pila es decir, X, y en seguida el algoritmo
Analizador(My,Cgr,S) en las lineas 13 a 17
marca la fila {a} como ya procesada.

Nuevamente, en la iteracibn mas externa
tomaria la siguiente fila a procesar, es decir la fila
{b} de My, para que en la iteracién intermedia
tome la fila 2 de X,.

4.1. Demostracion

Demostraremos que el algoritmo Analizador
es correcto, pero primero se demuestra una
proposicién mas general.



Algorithm 4 Procesa(fu,Cr, Pyar,Tes, Mg)

1: Salida: {Mg, Vs, Vn, Vi }
2: fin < trueresp <V,
3: Mientras —wacia(Py o) or empatafH = false

4: Sires =1V,

5. pop(Pvar[tope])

6: Para cada conjunto = de fagy
7: siz #0 fin + false

8: rompeCiclo

9: si fin and Py . [tope] = res_q
10: Mientras Py [tope] # res_;
11: pop(PVar[tope])
12: resp < Vp,
13: ira37
14: continua

15: resp < Vyira 36

16: Mp + BuscaM A(CRr, Py o [tope])
17: pop( Py qr[tope])

18: push(Py qr, Py or[tope] ;)

19: sires =V and res # Py 4, [tope]
20: push(Py g, res)

21:  sires=1V,

22: Mp + BuscaM A(Cr, Py q,[tope))

23: Si Py or[tope] # Pyqr[tope]-;
24: pop(Py qr[tope])

25: push(Py qr[tope]-;)

26: ira 37

27: Sires =1V,
28: Mientras(eti(Mg) # Pyar[tope] or Cr # ()

29: Mpg +— next(MR,C’R)

30: si (eti(Mg) = Pyar[tope])

31: Mg + BuscaM A(CRr, Py q[tope])
32: ira 37

33: en otro caso

34: resp < V,

35: ira 37

36: continua

37. regresa resp

Proposicion1 Sean H € He y HRG una
graméatica de reemplazo de hiperaristas, entonces
H € LA(HRG) siy s6lo si Analizador(Mp,Cr, A).

La demostracién se divide en dos casos:

H € Lo(HRG): Se realiza una demostracion por
induccion sobre el nimero k de derivaciones.
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@ 0 e
fan =10} (0 torg) 0 (o -
o @
Mxa(far) = {1} ({} {argi} {argo} {want})

fa} {0} {c} {d) oo
far={a} (0 0 )
1} {2} ) oo)

Mxs(far) = {1} ( {} 00

Fig. 12. Empatando fila {a} con fila {1}

k=1: A = H, en este caso se tiene
el hipergrafo H de entrada y se
reconoce en un solo paso, en cuyo
caso el algoritmo Analizador(My;,Cr, A)
realiza lo siguiente, toma la matriz
de adyacencias My del hipergrafo de

entrada H, la cual tiene la siguiente
forma
n1 n2 MNn—1 o0
ni hll h12 hln—l hln
ng ha1 ha2 han—1 han
Nm-—1 hm—ll hm—12 hm—ln—l hm—ln
o hml hm2 hmnfl hmn
Fig. 13. Forma de My
y la matriz de adyacencias Mp del
hipergrafo R de la regla de produccion
A — R, la cual tiene la siguiente forma
ni na Ng—1 o0
ni T11 r12 T1t—1 T1t
ng 721 T22 Tot—1 hat
Ns—1 Ts—11 Ts—12 Ts—1t—1 Ts—1t
o0 Ts1 Ts2 Tst—1 Tst

Fig. 14. Forma de Mg

donde m =s,n =t.
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En este caso, ambas matrices se n1 N2 . M1 00
empatan en todas sus filas, pues de n1 r11 12 .. Ti—1 T1t
acuerdo a la iteracién mas externa, en Ny T21 Te2 .. Toi—1 hat
las lineas 2 a 24: toma cada una de
las filas de My para que en la iteracion Ms—1 | Ts—11 Ts—12 .o Ts—1t—1 Ts—1t
mas interna tome cada fila de Mg y en o0 Ts1 Ts2 . Tst—1 Tst

las lineas 6 a 14 y 29 a 31: verifique
que ambas filas se empatan pues los
conjuntos h;; = r;;, donde i = 1,...,m
y j =1,...n. Asi que Analizador regresa y 24 a 26: donde comprueba que ambas
el valor true. matrices no se corresponden debido a
La hipotesis de induccion es A =* H si que My contiene a la variable X. Asi
y solo si Analizador(My,Cr, A). que ahora toma la matriz de adyacencias
My para el hipergrafo de entrada H, la
cual tiene la siguiente forma

Fig. 16. Forma de Mg

k=i+1:Si el nimero de derivaciones
es i + 1 entonces A =' H’', por
lo tanto debe existir una hiperarista

X y una produccién de la forma "y Lo e e
X — R, de tal manera que -2 e
A =i H'X/R] = H. Por hipétesis Mo |C C em ey e - -
de induccion Analizador(My,Cr, A) P
regresaria true, pero como H’ contiene S L

una hiperarista etiquetada X y HRG
contiene una regla de produccién
de la forma X — R, entonces el
algoritmo Analizador(My,Cr, A) haria

Fig. 17. Forma de My

y en la iteracion intermedia en las lineas

lo siguiente.

Toma la matriz de adyacencias My del
hipergrafo de entrada H’, la cual tiene la
siguiente forma

21 a 26: desempila a X y toma la matriz
de adyacencias My para el hipergrafo
R de laregla X — R, la cual tiene la
siguiente forma:

ny N2 .. My_g MN_1 OO {aa}  Ae2} o e} 00
ni — - .. — — — {f1} 11 T12 T1t—1 L1t
N2 - - .. = - = {f2} 21 T2 ... T2l Tat
Nk—2 - - - X - - {fs—l} Ts—11 Ls—12 ... Ts—1t—1 Ts—1t
Nk—1 - - .. — — — 00 Ts1 Ts2 e Tst—1 Tst
00 _ _ _ _

Fig. 15. Forma de My,

y la matriz de adyacencias Mg del
hipergrafo R de la regla de produccién
A — R, la cual tiene la siguiente forma

En este caso, k — 1 filas de la matriz My
empatan con las s filas de Mg pues la fila
ni_o de My no empata con ninguna fila
de Mg. Esto se puede observar en en la
iteracion mas interna, en las lineas 6 a 17
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Fig. 18. Forma de Mx

donde:i=s,j=t.

En este caso, ambas matrices se
empatan en todas sus filas, pues de
acuerdo a la iteracién mas externa, en las
lineas 2 a 24: toma cada una de las filas
Ni,...N; de My para que en la iteracion
mas interna tome cada fila de My y en
las lineas 6 a 14 y 29 a 31: verifique
que ambas filas se empatan pues los



conjuntos x,, = x4, donde u = 1,...;i y
v =1,....,5.. Asi que Analizador regresa
el valor true.

H ¢ LA(HRG): En este caso el algoritmo
Analizador(My,Cr,A) hace lo siguiente,
toma la matriz de adyacencias My del
hipergrafo de entrada H y cada una de las
matrices de adyacencias Mg del hipergrafo
R de la regla de produccibn A — R y en
la iteracion mas interna, en las lineas 6
a 17: comprueba que ambas matrices no
se corresponden, entonces en la iteracion
intermedia en las lineas 21 a 26: desempoila
cada una de las My restantes y en la iteracion
mas externa en las lineas 5 a 23: comprueba
que My no se corresponde con ninguna de
las Mg, asi entonces el proceso de analisis ya
no puede continuar y regresa el valor false.

Ahora la demostraciéon de la correccion del
algoritmo Analizador(My,Cr, S).

Corolario 1 Sean H € Hr y HRG una gramatica
de reemplazo de hiperaritas, entonces H €
Ls(HRQG) siy sblo si Analizador(My,Cg, S).

Demostracion. La prueba se sigue directamente
sustituyendo H € Hp por H y el simbolo inicial
S por A en el desarrollo de la demostracion de la
proposicion 1.

4.2. Complejidad del Analizador

La complejidad en tiempo del Analizador es
de orden polinomial y esta dada en términos
del nimero de vértices del hipergrafo de entrada
H (denotado como [) y de una constante igual
al nimero de reglas de la HRG (denotado
por p). Primero realizaremos el andlisis de la
complejidad para el algoritmo Empata, en seguida
para el algoritmo Procesa y finalmente para el
algoritmo Analizador.

En lineas 6 a 17. El nimero de entradas de
fam esta representado por |fam| y el nUmero de
entradas de fagr por |far|, donde cada entrada
es un conjunto. Siendo min(|z|, |y|) el tiempo que
lleva ejecutar el bloque de sentencias de la linea 7
a 16. Es asi que el tiempo necesario para ejecutar
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la iteracion que inicia en la linea 6 y finaliza en la
linea 17, se representa en la siguiente sumatoria:

[far||farl

t1 = Z; Z; min(|z], [y])-

Lineas 18 a 28. El niumero de entradas de fsgr
esta representado por |f4r|, donde cada entrada
es un conjunto y C; es el costo necesario para
ejecutar el bloque de sentencias que inicia en la
linea 19 a 27. Es asi que el tiempo necesario
para ejecutar la iteracion que inicia en la linea
18 y finaliza en la linea 28, se representan en la
siguiente sumatoria:

|far]

ty = Z Ch.
j=1

Lineas 3 a 35. El numero de filas de cada regla
My esta representado por |Mg|. Es asi que el
tiempo requerido para ejecutar las iteracion que
inicia en la linea 3 y termina en la linea 35, se
representa en la siguiente sumatoria:

[Mg|

ts= ) (t+1t2) = |Mg|(|fanll farlmin(|z], ly])
k=1

+|far|Ch).

Sabemos que el numero de filas en My para
cualquier regla no puede ser mayor que el nimero
de vértices de H, del mismo modo sucede para el
numero de conjuntos de fap, al igual que para el
numero de conjuntos de far y para min(|z|, |y|).
Por lo tanto:

ty = 11> +1Cy) = 1* + 12Cy.

Entonces, la complejidad de Empata es de O(I%)

La complejidad para el algoritmo Procesa se
calcula de la siguiente forma.

En las lineas 6 a 14. El numero de entradas
de fapm esta representado por |fap|, donde cada
entrada es un conjunto y C; es el costo necesario
para ejecutar el bloque de sentencias que inicia en
la linea 7 a 13. Es asi que el tiempo necesario
para ejecutar la iteracion que inicia en la linea
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6 y finaliza en la linea 14, se representa en la
siguiente sumatoria:

[fam|

ta= Y _ Ca
i=1

Lineas 28 a 36. El nimero de reglas de CR es
igual a la constante p y C3 es el costo necesario
para ejecutar el bloque de sentencias que inicia en
la linea 29 a 35. Es asi que el tiempo requerido
para ejecutar las iteracién que inicia en la linea
28 y termina en la linea 36, se representa en la
siguiente sumatoria:

|CR]
t5 = Z 03 = |CR|C3 chg.
i=1

Lineas 3 a 37. El nimero de variables por
cada fila de cada regla My esta representado
por |Py,..|. Es asi que el tiempo requerido para
ejecutar las iteracion que inicia en la linea 3
y termina en la linea 37, se representa en la
siguiente sumatoria:

[Py ar]

te= Y (ta+ts) = [Pvarl(|fan|C2 + pCs).
k=1

Sabemos que el niumero de variables en Py,
para cualquier fila no puede ser mayor que el
numero de vértices de H, del mismo modo sucede
para el numero de conjuntos de fg. Por lo tanto:

tg = Z(ZCQ +pC3) = l202 + IpCs.

Entonces, la complejidad de Procesa es de
O(1?).

La complejidad para el Analizador se calcula de
la siguiente forma.

Linea 5 a 24. El tiempo requerido para ejecutar
las iteracion que inicia en la linea 5 y termina en la
linea 24, se representa en la siguiente sumatoria:

[ M|
tr = Z (tg + tG) = + l201 + ZQCQ + IpCs.

i=1

Como el nimero de vértices de H es una cota
superior para My, es decir I > |Mg|, entonces
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el tiempo total T' para Analizador se calcula de la
siguiente forma:

T = [(I*+12C+H1?Co+1pC3) = PHIPCL+13Co+-1%pCs.

Por lo tanto, la complejidad de Analizador es de
o(P®).

5. Conclusiones

Hemos presentado el diseno de un algoritmo
Analizador correcto para resolver el problema
de membresia en HRGSs, en este algoritmo no
se utilizo la definicion de M A para grafos, es
por ello, que se desarroll6 un método para la
construccion de la M A, en el cual las etiquetas
de las hiperaristas de cada vértice, quedan
representadas a través de conjuntos, que forman
cada fila de la My correspondiente al hipergrafo
de entrada H.

Hemos descrito el proceso de andlisis del
hipergrafo H a través de su representacion
matricial, de tal forma que se explota el concepto
de matriz de adyacencias, como una herramienta
mas para el andlisis de hipergrafos.

Hemos presentado la demostracién de que el
Analizador es correcto y tiene una complejidad
polinomial de orden O(1°), donde [ es el nimero
de vértices del hipergrafo de entrada.
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