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Resumen. La funcién atan2() es utilizada en diferentes
areas del conocimiento, sobre todo mediante el
uso de las bibliotecas especificas incluidas con los
lenguajes de programacion, con las que los usuarios
obtienen resultados, mas o menos exactos y con
cierta precisién, pero sin prestar mayor atencién a la
cantidad de los recursos computacionales utilizados,
a saber, la memoria empleada y la precision de la
unidad l6gica-aritmética del procesador. Los usuarios
de estas bibliotecas tampoco evalian otros aspectos
relacionados, como lo son el consumo de energia, el
espacio utilizado y los costos asociados. Sin embargo,
cuando los recursos de computo son limitados, como en
el caso de los sistemas embebidos, la implementacion
de toda funciébn matematica requiere de una cierta
evaluacion de desempeno. En este trabajo se proponen
algunas implementaciones para la funcion atan2(),
soportadas por series de Euler y de Maclaurin,
realizando la comparacion del desempeno obtenido
contra las implemntaciones de referencia, a saber, el
empleo de tablas de busqueda y las implementaciones
disponibles en las bibliotecas estandares. En este
trabajo se aprovecha la arquitectura de los procesadores
ARM, haciendo uso sus interrupciones de tipo hilo
y sus operaciones vectorizadas, todo ello con el fin
de contar con alternativas de implementacion para la
funcién atan2(), a fin de poder aplicarlas en dispositivos
portatiles y obtener ventajas significativas al lograr un
menor tiempo de arranque, menor espacio ocupado,
bajo consumo de energia y bajo costo.
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Numerical analysis of atan2() for
embedded systems

Abstract. The atan2() function is used in different
areas of knowledge, mainly through the use of specific
libraries included with programming languages, with
which users obtain results, more or less accurate
and with a certain precision, but without paying much
attention to the amount of computational resources
used, namely the memory used and the precision
of the logical-arithmetic unit of the processor. Users
of these libraries also do not evaluate other related
aspects, such as power consumption, space used,
and associated costs. However, when computational
resources are limited, as in the case of embedded
systems, implementing of any mathematical function
requires some performance evaluation. In this work,
we propose some implementations for the atan2()
function, supported by the Euler and Maclaurin series,
comparing the performance obtained against the
reference implementations, namely the use of lookup
tables and the implementations available in the standard
libraries. Furthermore, this work takes advantage of the
architecture of ARM processors, making use of their
threaded interrupts and vectorized operations, all this to
have implementation alternatives for the atan2() function
to apply them in portable devices and obtain significant
advantages by achieving a shorter startup time, less
space occupied, low power consumption and low cost.
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1. Introduccion

Defincién de la funcion tangente. Dado un punto
de origen O(xo,yo) Y un punto final Pr(zy,yy):

tan(0) = 0 = Lap -0 20, (1)

En principio, esta funcion debiera operar en
los cuatro cuadrantes, a saber, I: (+z,+y), Il
(=, 4y), : (—z, —y) y IV: (42, —y). Sin embargo,
las implementaciones basicas de la funcion (1)
unicamente consideran los cuadrantes | y Ill.

Asi mismo, para las implementaciones basicas
de la funcién inversa de (1), atan(f), s6lo se
considera el intervalo (—%,%). Es por ello que
también se requiere de la funcion atan2(6), que
si considera el intervalo completo (—, ], es decir
los cuatro cuadrantes [1, 18, 26].

El problema de que la implementacion
computacional basica de la funcion tangente no
considere los cuatro cuadrantes se ha superado
mediante de bibliotecas especificas, que se
ofrecieron desde las primeras versiones de
Fortran [1] hasta los mas variados lenguajes como
Matlab [16], C++ [6] y PHP [21].

Y, de hecho, no sélo las plataformas como
Mozilla [19] y Microsoft [17] han ofrecido
bibliotecas con la funcion atan2(), sino también en
los nuevos dispositivos con entornos Android [3] o
iOS [13].

Aunque las bibliotecas desarrolladas para
arquitecturas de propdsito general cuentan
con recursos computacionales suficientes, no
ocurre lo mismo con otro tipo de dispositivos
que carecen de las instrucciones necesarias
para realizar operaciones aritméticas complejas
en un solo paso.

Un caso particular de interés son los sistemas
embebidos [24], que realizan tareas especificas
y donde los recursos computacionales son
limitados, en comparaciéon con una computadora
de propésito general.

En los sistemas embebidos, toda
implementacién requiere de un andlisis de
desempenfio, antes de ser aplicada en Hardware, y
tiene por objeto optimizar el uso de los recursos
para igualar o, incluso, superar el desempefio de
una computadora de proposito general.
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2. Trabajos relacionados

2.1. Implementaciones en Hardware

Cuando se requiere implementar un algoritmo
en una arquitectura especifica, partiendo de un
codigo de referencia que se probd originalmente
en una arquitectura genérica, existen ciertas
restricciones para lograr una implementacién que
resulte 100 % compatible con la original.

Esto se debe a que cada arquitectura
tiene  caracteristicas  especificas 'y, por
consiguiente, formas particulares de alcanzar
una implementacién con desempefio éptimo.

Por ejemplo, en las arquitecturas soportadas
por légica reconfigurable, como en el caso
de los FPGA, se han implementado algoritmos
CORDIC para el calculo de las funciones atan()
[2,8,9, 10, 11, 14] y atan2() [15].

Para el caso de los sistemas embebidos,
también existen implementaciones con métodos
nimerico para las funciones atan() y atan2()
[5, 7, 23, 24].

3. Métodos numéricos para calcular
atan2()

Algunas formas de representacion de la funcién
atan2() son:

— De acuerdo con [27]:
0 = atan2(a,, —sin(2)ay + cos(f2)a.), (2)

donde: sinf = a, y cos = —sin(f2)a, + cos(62)a..

— De acuerdo con [25]:

B,
f=atan2 | ——2 |, (3

/B2 + B2+ B,

— De acuerdo con [18]:

6 = atan2 (;Eg) . (4)
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Fig. 1. Resultado de las series para la implementacién
de atan(), comparadas contra la técnica LTU, para a)
una iteracién y b) 20 iteraciones

atan2(Y,X)

Fig. 2. Resultado de las series para la implementacién
de atan 2(), con una sola iteracion

En particular, en este Ultimo caso, se puede
aplicar una simple técnica de bulsqueda
mediante tablas (LUT, por las siglas en inglés
de Lookup Table).
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Una forma de comprobar la exactitud de la
funcion atan() es evaluar sin(4atan(1)), que
deberia corresponder con el calculo de sin(w).

En principio, el resultado debe ser

sin(m) = 0 pero, por ejemplo, cuando se
realiza esta prueba empleando MATLAB
R2021b, se obtiene el siguiente resultado

sin(m) = 1,2246 x 10716,

Entonces, no estd de mas evaluar alternativas
de calculo, para la implementacién de la
funcion atan() en cualquier arquitectura, como
en las siguientes:

— Mediante la serie de Maclaurin:

n 27+1

atan(x) = Z x2z+1 . (5)

=
— Mediante las siguientes series de Euler [24]:

n il
atan(x)zz(%( )

et — 1) (221

(6)

2

x n 20%x T
atan(z) = 7 Zl;[l Giroara

J=01i

donde el término de la suma para j = 0 es el
producto vacio, al que se le asigna el valor de 1.
Para el caso de la funcion sin(z), también podemos
emplear la siguiente serie:

. - "L (—1)F k(120
sin(z) = Z T

=0

(8)

Entonces, a partir de las series (7) y (8),
podemos calcular una aproximacion para
sin(4 x atan(l)) y comprobar la exactitud
y la precision de nuestra implementacion
mediante series.

En particular, para evaluar el desempeno de
las series (5), (6) y (7), cada una se probd en
el intervalo (0.8,1], conn = 1y n = 20, ¥
se comprobd que todas las técnicas convergen
cuando z < 1.

Computacion y Sistemas, Vol. 27, No. 1, 2023, pp. 79-87
doi: 10.13053/CyS-27-1-4141



ISSN 2007-9737

82 Jacobo Sandoval-Gutiérrez, Juan Carlos Herrera-Lozada, Gerardo Abel Laguna-Sanchez, et al.

_3 n=100

08}
L I
0.6 | ‘\‘R

04r

Il ““‘\e"\
[l M\ e

Error

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Fig. 4. Error con 1000 iteraciones (Orden de magnitud:
e=1x10"%)

También, se observé que la serie (7) converge al
valor de mayor precision, con respecto a las otras
dos series, cuando z = 1, tal como se muestra
en la Fig. 1.

Los resultados anteriores fueron los que
motivaron que se optara por la serie (7), como una
candidata prometedora, para la implementacién de
atan 2() por medio de las siguientes definiciones:
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Sea:
0 = atan 2(y, x), 9)
con:
Y
atan (m) x>0,
atan(g) +m y>0,z<0,
x
_ Y
atan 2(y,x) = ¢ atan (df) -7 y<0, <0, (10)
x
+2 y>0,z=0,
2
fg y<0, z=0.

Cada una de las pruebas, con la serie en
turno para la implementaciéon de (9), se realiz6
considerando los intervalos —7 < =z < 7, -7 <
y < con incrementos de 0,1.

En la Fig. 2, se muestra el resultado para una
sola iteracion; en la Fig. 3, se presenta el error, con
respecto a la funcién de la biblioteca de referencia,
después de 100 iteraciones y, por ultimo, en la Fig.
4, el error después de 1000 interaciones.

Para una iteracién de 100 el error se encuentra
en un orden de magnitud de 1 x 102 y para 1000
iteraciones en un orden de magnitud de 1 x 1079,
mientras que el error maximo se encuentra en un
orden de magnitud de 1 x 10715,

4. Arquitectura de los procesadores
ARM®

Las familias de los procesadores ARM® se
sustentan en una arquitectura con caracteristicas
RISC, es decir, se trata de procesadores con
un conjunto de instrucciones reducidas, modo de
direccionamiento simple y todas las direcciones
destino y fuente determinadas por el registro
correspondiente en conjunto con los campos de
la instruccion. Las familias mas relevantes son las
siguientes [4]:

— Cortex-A. Procesadores orientados para
la ejecucion de sistemas operativos, con
aplicaciones en telefonia movil, tabletas,
reproductores personales, entre otros.



Tabla 1. Consumo de ciclos de reloj para las
operaciones de PF

Tipo de Ciclos Ciclos
Operacion PF aPF Enteros a PF
y[i]=x[i] 8 11
y[i]=x[i]+x[i+1] 16 17
y[i]=x[i]*x[i+1] 16 17
y[i]=x[i}/x[i+1] 16 17

Registers

Arithmetic
Operation

Destination
Register

Elements

i i
*—Lane —

VADD.I32.Q2, 01, Q0

Fig. 5. Unidad NEON Cortex A9 (Cortesia IAR
Embedded Workbench)

— Cortex-R. Procesadores para computo de
tiempo real embebido, sus aplicaciones
principales se encuentran en los sistemas
de control automotriz y redes de sensores, ya
sean conectados o inalambricos.

— Cortex-M. Procesadores para aplicaciones
de cémputo embebido de baja potencia,
para estaciones de medicidon pequenas, que
presuponen el uso de sensores y funciones
de microcontrolador.

— Securecore. Procesadores orientados para
aplicaciones de maxima seguridad.

5. Dispositivos de procesamiento
SITARA y TM4 de Texas
Instruments®)

La compania Texas Instruments, (TI)®,
ofrece dispositivos de procesamiento, bajo la
denominacion de SoC (Sistem on Chip), que
incluyen procesadores ARM embebidos.
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Por ejemplo, la serie SITARA incluye
procesadores ARM A9, mientras que los SoC
de la serie TM4 incluyen procesadores ARM
CORTEX-M4, [22].

La principal ventaja de la unidad de punto
flotante vectorizada de un SoC SITARA, soportado
por el correspondiente procesador ARM, es
que permite realizar operaciones de una sola
instruccion para procesar miltiples datos, es decir,
incluye instrucciones tipo SIMD, por sus siglas en
inglés [12, 20].

La unidad de punto flotante vectorizada, utiliza
el estandar IEE754 para la representacion con 32
bits, para precisién simple, o con 64 bits, para el
caso de precisi6 doble.

En la representacion con 32 bits, el bit 31 es el
signo; del bit 30 al 23, el exponente en base 2y, del
bit 22 al 0, la mantisa. En la representacion con
64 bits, el bit 63 es el signo; del bit 62 al 52, el
exponente y, del bit 51 al 0, la mantisa.

En la Tabla 1, se muestra el consumo de ciclos
por operacién, obtenidos en forma experimental,
al emplear Unicamente tipos de punto flotante,
asi como al realizar la conversién de enteros a
punto flotante.

Se observa que se consumen ciclos adicionales
cuando se realiza la conversion de entero
a flotante. Por lo tanto, aqui se opté6 por
las operaciones que no mezclan pounto
flotante con enteros.

Para utilizar operaciones del tipo SIMD, se debe
satisfacer que las variables sean indepedientes
entre si, como en el siguiente ejemplo, para el caso
de un ciclo for:

float al[l],bl[1];

for (i=0;i<100;i++)

{
alil=al[i+1]=a[i+2]=a[i+3]=0.5;
blil=al[il+alil;

El consumo de ciclos totales para ejecutar
la tarea anterior en la forma convencional, con
instrucciones para procesar datos aislados, o del
tipo SISD, por sus siglas en inglés, se contabilizé
en 4608 ciclos; mientras que utilizando la forma
vectorizada SIMD se redujo a unicamente 681
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Fig. 6. Comparacién de la exactitud obtenida con la implementacion de atan2() mediante series, con respecto a la

biblioteca math.h

ciclos, una diferencia muy significativa. En la Fig.
5, se muestra como es que las operaciones en los
elementos del vector a, b y ¢ se realizan en forma
simultanea cuando se utilizan las instrucciones de
SIMD con el siguiente formato:

float a[l],b[1];
#pragma vectorize
for(...

En el caso de los SoC TM4, también se cuenta
con una unidad de punto flotante vectorizada, sin
embargo, sélo se dispone de una precisién 16 bits.

6. Implementacion de atan2() para
arquitecturas ARM®

Para la implementacién de la funcién atan2(),
expresada en (10), empleando la arquitectura
ARM®, fue necesario realizar algunos ajustes en
la codificacién para aprovechar las ventajas de las
instrucciones del tipo SIMD.

Para el caso de la expresion (8), es innecesario
calcular —1¢, basta con considerar que el resultado
es la unidad con un sino que depende de la
naturaleza par o impar del exponente.
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En el siguiente cédigo se muestra la seccion que
detremina el valor de —1* mediante una operacion
de mddulo 2:

if (x<1 && x>-1)

{
for (i=0;i<=n;i++)
{
if (i%2==0)
{f=1;%
else
{£=-1;}

y=y+(£xpow (x, (2%i)+1))/ ((2%1)+1);
}
yt[j]1 [k]=y;
}

La biblioteca math.h también incluye la
funcién atan2(), sin embargo su exactitud difiere
significativamente, con respecto a la propuesta
soportada en series.

En la Fig. 6, donde se frafican los
resultados obtenidos para x en el intevalo
[—3,141607, —3,141577] con pasos de 1 x 107¢, se
puede apreciar la diferencia de exactitud entre las
diferentes implementaciones.



Tabla 2. Resolucion de los diferentes métodos

Argumento Propuesta MATLAB ARM
x c/series math.h math.h
-3.141581 -2.3537223 -2.35619228 -2.3561959
-3.141580 -2.3537228 -2.35619227 -2.3561961
-3.141579 -2.3537230 -2.35619225 -2.3561964
-3.141578 -2.3537232 -2.35619224 -2.3561964
-3.141577 -2.3537235 -2.35619222 -2.3561966
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En el extremo derecho de la Fig. 6, tambien se
puede apreciar un par de resultados, obtenidos
con la biblioteca math.h, donde se obtiene el
mismo resultado para dos valores diferentes de «z,
tal como se muestra con mas detalle en la Tabla 2,
lo que indica que, en ese intervalo, la funcion de
la biblioteca math.h no es sensible a cambios en «
con el orden de magnitud de 1 x 1076.

De acuerdo a las cinco condiciones
contempladas en la definicion de (10), ftres
requieren utilizar series, a saber:

(atan (%)) : (11)
(atan (%) + 7T) ) (12)
(atan (%) — 7r) , (13)

donde cada una sera controlada por una
interrupcion externa en forma de hilo. En estos
casos, una vez activada la interrrupcién, se
procede a ejecutar las operaciones en forma
vectorial para las expresiones (5, 6, 7).

Aunque la exactitud de la implementacién de
la funcion atan 2 soportada por series puede ser
mas exacta, también es patente que el consumo
de tiempo es directamente proporcional al nimero
de iteraciones realizadas y determinadas por la
variable n.

Por el contrario, el tiempo consumido por
la funcion atan2 de la biblioteca math.h es
practicamente constante y se mantiene alrededor
de 0,000105125 s. A fin de acotar el tiempo
de ejecucion, es necesario conocer el tiempo
de ejecuciébn maximo permitido, para obtener

el resultado con una cierta precision, a fin de
determinar un valor adecuado para n. En la Fig.
7, se muestran los tiempos de ejecucion para
diferentes valores de n.

El tiempo de ejecucion, en funcién de n,
satisface el siguiente modelo lineal:

tatan2) =n X T0x 1070 +64 x 107%,  (14)

donde el tiempo de ejecucion, t(anz), S€ expresa
en segundos y n es el ndmero de iteraciones.
Despejando n de (14), tenemos:

_ l(atan2) — 64 x 107°
T T 0% 106 (15)

6.1. Ejemplos

— 1. Suponer que se disponde de un tiempo de
10 ms para obtener el resultado de la operacion
atan2(), sin importar la exactitud obtenida.

En este caso, el resultado obtenido mediante las
series se alcanza con n = 143 iteraciones.

— 2. El tiempo minimo de la ejecucion para atan2()
con series se logra cuando se considera una
sola iteracion, es decir, con n = 1.

En este caso el tiempo de ejecucién es de
0,00008725 s pero con una exactitud menor, en
comparacion con el 0,000105125 s que le toma
a la funcion de la biblioteca math.h con una
mejor exactitud.
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Fig. 7. Tiempo de ejecucion para diferentes valores de n

7. Conclusiones

El método propuesto en este trabajo
para la funcion atan2() se soporta por las
series de Maclaurin y Euler, obteniendo
resultados similares a las funciones incluidas
en las bibliotecas estandares en diversos
lenguajes de programacion.

No obstante lo anterior, la ventaja del método
propuesto se hace evidente cuando se dispone de
recursos de procesamiento limitados.

Este dltimo caso es precisamente el de los
sistemas embebidos, donde la importancia de
consumir menos ciclos de reloj, incrementar la
resolucion y administrar la memoria limitada es de
suma importancia.

En este contexto, la propuesta para la
funcion atan2() de este trabajo, satisface el
requerimiento de operar de manera eficiente,
al reducir alrededor de un 25% el nimero de
operaciones secuenciales y obteniendo resultados
mas exactos.

Aunque el tiempo de ejecucion de la funciéon
atan2() soportada por series es directamente
proporcional al nimero de itearciones realizadas,
se pueden alcanzar tiempos de ejecucién menores
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a los de la funcion de la biblioteca math.h,
siempre que se pueda sacrificar cierta exactitud
en los célculos. En este sentido, la propuesta
de este trabajo tiene la ventaja de incluir el
nimero de iteraciones de ejecucion como un
parametro de operacion, que puede ajustarse,
segln las necesidades del caso, permitiendo
obtener resultados razonablemente exactos en un
tiempo de ejecucién acotado.
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