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Resumen

Presentamos un método nuevo para la rectificación de imágenes arquitectónicas
que son captada... a partir de una lente denominada "ojo de pez" (fish-eye viewJ En
",ucho~ casos prácticos ni puntos de referencia ni imágenes estereográficas son
disponibles, sino se tiene solamente imágenes monoculares En este trabajo utilizamos
propiedades típicas de los objetos mapeados como rectilinedad. paralelidad,
ortogonalidad, si",etría y repitición de detalles

El método consi..te en dos pro os. El pri",er pa...o es la determinación y la corrección
de la distorsión radial Aquí usa",os solamente informaciones ...obre línea... curvada...
en la imagen las cuales corresponden a líneas rectas en la realidad El resultado del
pri",er paso es una imagen sin distor...ione... radiales, en la cual hay ...olamente
di...tor...ione.l proyectivas (CO"'O en el caso de una cámara ideal)

El segundo pa...o e... la corrección de la... di.l10rsione... proyectivas causadro por la
proyección central del e.lpacio tridi",ensional a una imagen bidin,en...ional Para
lograr este objetivo u.la",o.l. la.. relacione... entre puntos de juga, el punto principal
y la distancia local de la cá",ara En caso de que hay do.. puntos de juga para cada
fachada, pode",o.l detem'inar una transformación proyectiva especial que mapea la
in,agen de la fachada en una in,agen rectificada donde esta fachada aparece como

una reproducción a escala
Presenta"'os uno.l ejemplo.l para ",0..trar la eficacia del método. Nuestro enfoque

e.l un ",étodo electi\'o para rectificar imágenes ",onoculares de objeto... arquitectónico...
CO"'O pri",era solución ta",bién en el caso que faltan la descripción
y 10.1 dato... de la cá",ara usada

Palabras Clave: Reclificación de in,ágene.l, Arquitectura, Fachada..., Puntos

de fuga, Distor...ión radial, Mejoramiento de inlágene..., Tran...for",acione..

geo",étrica.lc

Abstract

A new method for Ihe rectificalion {!f architectonic inlages that are captured fro", a
fi...h-eye view iv presented In ",any praclical ca..e.., neither relerence nor .I1ereographic
points are available, in..tead il only ha... ",onocular in,age.. This work u...e.l typical
properties {if Ihe ",apped object.l ..uch a.l rectilinearity, parallelis"" orthagonalily,
\ym"'elry and repetition al details

The ",ethad cansi.l1... al twa ...tep... The fir...t step i.l the deler",inatian and the
carreclian 01 Ihe radial dislortion Here we only u.le infom,ation an curved lines on
the in,age which carre...pands ta ...traightline... in reality 1ñe re..ult al the fir...t ..tep i..
an in,age witha,{t radial di.l10rtion.., in which there are anly prajecti1'e divtartionv
(as in the case {!f an ideal ca",eraJ

The secand step iv the carrectiOlI al the prt!iecli1'e di..tartionv caused by the cenlral
pr{!iectian '!f the Ihree dimensional space ta a bidi",envional in,age. Ta reach thiv
ah.iecti1'e .ve used the relationv between the vanivhing paints, the ",ain paint and the
fiJcal divlallCe {if the ca",era In case that there are twa ,'anivhing paintvfar each
facade. we can deter",ine a special prajecti1'e tranVarmatiOlI that "'aps the image al
lhefacade in a rec!ified image where Ihis facade appears as a scaled reproductiOl'

Examples are presented la shaw the "'ethad efficiency O/Ir appraach ivan eifective
/llelhad la rectify "'Ollac/1lar images a( archileclanic abjects as a firsl sal/1lian -a[va
in Ihe case where the descriptiOl' anJ dala ¡if the ca",era used iv ",ivsing

Keywords: RectificatiOlI {!f I",ages, Architecture, ¡.acades. Vani.lhing Paintv,
Radial DivtartiOl', I",pravement ¡if Images, Geametric Tra"vfar",atiOl"'
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Monocular Rectification of Images

1 Introducción

En muchos campos de la visión computacional se deben
lograr mediciones cuantitativa.~, por ejemplo hay mucha.~
tareas de la arquitectura y de la generación de modelos CAD
(computer aided design -diseño a.~istido por computadora)
que se deben solucionar a ba.~e de las fotografía.~ de los
objetos (edificios, ca.~a.~, puentes etc., ver Albertz, 1995).
E.~tas fotografía.~ contienen distorsiones lineales (distorsiones
proyectivas cau.~ada.~ por la proyección central del e.~pacio
real tridimen.~ional a la imagen bidimen.~ional) y distorsiones
no lineale.~ (cau.~ada.~ por el uso de cámara.~ de tipo super-
wide-angle y cámara.~ de tipo fish-eye).

Ademá.~ mucha.~ veces no se utiliza cámara.~
estereográfica.~ a.~í que e.~ nece.~ario realizar una
reconstrucción monocular .Por otro lado, cámaras con un
objetivo gran angular y cámara.~ de tipo fish-eye tienen una.~
ventaja.~ ya que se puede mapear e.~pacios grande.~ en solo una
fotografía y no se necesita combinar mucha.~ imágenes
separada.~ a una imagen compue.~ta. La eliminación de la
distorsión no se realiza generalmente por una calibración de la
cámara.

Hay mucha.~ publicacione.~ sobre la calibración (Brown,
1971; Devemay, 1995; Nomura, 1992; Shih el al., 1995;
Shah, 1996; Tsai, 1986; Weng el al., 1992). Métodos
especiale.~ (minimización no lineal directa, soluciones
cerrada.~, solucione.~ en dos pa.~o~) son discutidos en Weng el
al., 1992. Shah y Aggarwal (1996) de.~criben una calibración
para cámara.~ fish-eye con ayuda de un "campo de calibración"
(un plano con puntos y línea.~ recta.~). Sawhney (1999) y Stein
(1997) pre.~entan métopos que trabajan a partir de corre.~-
pondencia.~ entre los puntos en imágene.~ distinta.~.

Por lo general, una calibración precisa necesita ga.~tos y
esfuerzos grande.~, y mucha.~ vece.~ una calibración no es
posible si se tiene solamente la.~ imágene.~ sin conocimientos
sobre la cámara usada.

Aquí queremos investigar un enfoque general para la
eliminación de la distorsión radial y la rectificación de las
imágenes distorcionada.~ proyectivamente si hay sólo una
imagen sin conocimientos sobre la cámara usada (ver por

ejemplo figura 1.1).
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Pero entonces necesitamos informaciones a priori sobre
los objetos mapeados. En caso de los objetos arquitectónicos
estas informaciones son conocimientos sobre la linealidad, el
paralelismo, la ortogonalidad y la simetría de los objetos (en
unas circunstancia~ también la repitición de algunos detalles
del objeto). Como modelo usamos una cámara ideal (cámara
de cajón) que mapea líneas rectas del espacio tridimensional
en líneas recta~ de la imagen.

Solamente esta~ informaciones son las condiciones
necesaria~ para el enfoque monocular basado en líneas recta~,
ver por ejemplo (Prescott, 1997). Sin embargo, la deter-
minación de la función de distorsión es muy complicada en el
caso de distorsiones radiales muy ,grandes.

El proceso de ajuste de la~ línea~ rectas a la~ línea~ muy
curvada~ es difícil y requiere tiempo largo. Por eso aplicamos
otra idea.

El punto de inicio de nuestra~ investigaciones es una
situación como en la imagen original de la figura 1.1 ( arriba
a la izquierda). Suponemos que no hay distorsiones tan-
gentiales, como es una condición común (ver Prescott,1997;
Shih et al., 1995; Shah, 1996; Weng et al., 1992).

Entonces la primera meta es la determinación de la distor-
sión radial, es decir la determinación de la función de
distorsión y del centro de distorsión.

A partir de estos conocimientos es posible rectificar la imagen
original de tal manera que ya no hay distorsiones radiales (ver
la figura 1.1, arriba a la derecha, y la parte 2 del artículo).

Después tenemos que corrigir las distorsiones proyectivas
para obtener una aplicación homotética de una fachada selec-
ta, con el resultado de una fach~da correcta en tamaño y forma
salvo un escalamiento (ver figura 1.1, abajo a la izquierda, y
la parte 3 del artículo). Trabajos similares son descritos por
Hemmleb (1997), Liebowitz (1998) y Van den Heuvel

(1998b).
Al final mejoramos la imagen por uso de repitición de

detalles (por ejemplo por uso de la repitición de las ventanas)
y por consideración de la simetría de detalles (por ejemplo la
simetría de las ventanas o la simetrá de la fachada): En el
ejemplo de la figura 1.1, se sustituen los detalles mal
aplicados (ventanas izquierdas) por los detalles bien
aplicados (ventana.~ derecha.~), utilizando que estos detalles
forman una retícula.

En el último cuadro de la figura 1.1 se muestra el resultado
de nuestro método: La fachada izquierda del edificio está bien
rectificada y los arquitectos pueden usar esta imagen para
aplicaciones siguientes (vea la parte 4 del artículo).

isotrópicos, que la distorsión no lineal tiene solamente una
parte radial y que el eje óptico es ortogonal al plano de la
imagen (es decir, el centro de la distorsión coincide con el
punto principal de la imagen).

Sean (x',y') la~ coordenada~ de un punto p' de la
imagen deformada, (x,y) las coordenadas del punto p
correspondiente de la imagen ideal, p=p' = (X,Y) el punto
principal de la imagen (ideal o deformada), r' la distancia
entre p' y P, r la distancia entre p y p .

Entonces la función de la distorsión r'=f(r) y su inversa r=f
-I(r') deben ser funciones monótonos con la~ propiedades

lim~ =lim~= 1
r-~ dr I dr 'r ~~

f(O)=f-1(O)=O

Puesto que la~ distorsiones I r'-.f(r)I o Ir-f-l(r')j son
pequeña~ para distancias pequeña~ r y r', podemos representar
la~ distorsiones por las ecuaciones siguientes con coeficientes

abbbcj,dj cualesquieres pequeños:

Fig. 1.1: Imagen original, rectificaci6n no lineal, rectificaci6n
lineal, mejoramiento con ayuda de simetría y repitici6n

rf - (I 2 3 ) f -r -r +alr+a2r +a3r +... , r -

2 Eliminación de la Distorsión Radial 1+b1r+br2+b3r3+,

2.1 El Modelo de laiDistorsión Radial
Por otro lado, las expresiones para los radios r de la imagen

ideal sonPara la descripción de la aplicación del mundo real a una
imagen ideal usamos el modelo de la cámara de cajón.
Además suponemos que nuestra imagen tiene pixeles

250



K. Voss, Ch. B-Burchardt: Rectificación Monocular de Imágenes

r = rl.
( l+c rl+c r{};-'-c r

1 2 3

13

que tenemos distorsiones grandes. Por otro lado es muy
complicado trabajar con má~ de dos coeficientes.

Por eso aquí nos basamos en un modelo con una función
muy simple r=f-l(r') que tiene una inversa exacta r'=f(r).
Aunque estas dos funciones son determinada.~ solamente por
un parámetro c, las series de potencias tienen un número
infinito de coeficientes:Debido a que los coeficientes al'a2"'. son pequeñas, se

pueden usar conversiones enb"e los coeficientes como en el

ejemplo siguiente:

r' = flr) = .¡1-;4;;?-1 =

2cr

r(1-cr2 + 2c2r4 -5c3r8 +

a = -b
1 1

2
~ = -b2 +b1

a3 = blb2-b3+(b2-b:)bl

a4 = blb3-b4+(b2-b:)b2+(-2blb2+b3+b13)b]

En las figura~ 2.1 y 2.2 se muestran la~ dos funciones
r=.fl(r) y r'~r) para el coeficiente c=5.10-6. Para valores
r'>R=II". c=447 no hay valores r, es decir, todo el plano
Euclideano (o la parte del espacio tridimensional con un
ángulo del apertura de 1800) está mapeado al interior de un
"círculo límite" centrado en el punto principal y con el radio
R= II". c (ver figura 2.3). Por la rectificación de la distorsión
radial este círculo límite se mapea en la línea infinita del

plano proyectivo.
~

Por razón de la simetría radial de la distorsión, todos de
los coeficientes del orden impar desaparecen (al=bl=cl=dl=O
etc.). En general, en los trabajos sobre la calibración se usan
solamente los coeficientes del orden dos, es decir a2' b2, C2' d2
(ver Devemay, 1995; Nomura, 1992; Shih et al., 1995; Weng
et al., 1992) o los coeficientes del orden dos y cuatro, es decir
(az, a4), (bz, b4) etc. (ver Karras et al., 1998, Prescott, 1997;
Stein, 1999; Tsai, 1986).

Pero en el caso de las cámaras fish-eye no se puede
describir la función de la distorsión como r'=r( 1 +a2? +a4r4) ya

I'

100 200 r' 300 400 500 o 100 200 300 400 500

Figura 2.2: Función r'=ft.r)Función r=f\r')Figura 2.

Como ejemplo: el punto principal de la imagen como el
centro de la distorsión y como el origen de los radios r y r'
está localizado en la figura 3 cerca de la letra !lL!I de la
palabra "CIRCULATION!I. Todos las línea~ recta~ de la
imagen ideal que pasan por el punto principal, se preservan
como línea~ rectas en la imagen deformada. Puesto que
(x- X)/(x'- X)= (y- y)/(y'- Y)=r/r', obtenemos de la formula
(2.1) las coordenadas

2crL
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y La fónnula (2.6) es nuestra "fónnula principal" de la
rectificación de las distorsiones radiales.

x-x =

(2.3) 2.2 La Detección de los Círculos en la Imagen

Nuestro objetivo ahora es detectar en la imagen radialmente
distorcionada unos o todos los círculos que corresponden a
línea~ rectas en la imagen ideal. Para eso, en un primer paso
buscamos segmentos rectos (mediante la determinación de
contornos y su descomposición como secuencia~ de
segmentos rectos). Despues, a partir de cada pareja de
segmentos rectos, determinamos el centro p c de un círculo C
como punto de intersección de las mediatrices, ver figura 2.4.

con ?=(X-X)2+(y-Y)2 y r'2=(x'-X)2+(y'-Y)2. En lo siguiente
usamos siempre el radio R del círculo límite en lugar del
parámetro c de la distorsión por que este radio R tiene
inmediatamente un sentido geométrico..

rÁ

1~

Figura. 2.4: Un círculo "no conecto" (izquierda) y un círculo
"conecto" (derecha)

Si los puntos finales de los segmentos rectos resultan estar
cerca de la periferia del círculo C, entonces llarnarnos este
círculo "correcto" y lo usamos para los pa.~os siguientes.
Reunirnos todos los círculos correctos hallados en una lista L.
Cabe notar que no todos los círculos de la lista L corres-
ponden a línea.~ recta.~ en la imagen ideal (ver figura 2.5). En
la siguiente sección nos dedicarnos a la tarea de eliminar los
círculos no correspondientes a línea.~ rectas originales. Al final
quedan solarnente círculos "adecuados" en la lista L, es decir,
círculos que responden a línea.~ recta.~ en la imagen ideal.

Figura 2.3: Ejemplo para un círculo límite

Una línea recta en la imagen ideal se describe por la ecuación
(x-X).cos<p+(y-Y).sin<p=p, conp como distancia de la recta al
punto principal. A partir de la fórmula (2.3) obtenemos

~:- ~ =(x'-X)cos<p + (y ,- Y)sin<p = P'

L.(R2- (XI- X)2 -(yl- Y)2)
R2 2.3 El Proceso Iterativo y el Ajuste Homogéneo

que es la ecuación de un círculo en el plano x'-y'. De este
modo, cada línea recta de la imagen ideal se mapea en un
círculo de la imagen deformada (pero no al revés). Este
círculo tiene el centro (~,TJ) con

~

2cp
~=x-~

2cp
Tl=Y- (2.5)

En la sección anterior detenninamos la lista L de todos los
círculos correctos. Cada uno de estos círculos C; , i=l,...,N
esta descrito por su centro (.;; ,1]) y su radio P; y tiene que
satisfacer la ecuación (2.6) donde (X,Y,R) son los pará.'Detros
del círculo límite. La idea es, detenninar a partir de la lista L
y la ecuación (2.6) y por un proceso iterativo un tupelo
optimal (X, Y,R) para el círculo límite. En nuestro modelo, el
centro (X, Y) del círculo límite debe que ser el punto principal
de la imagen. Pero tanto (X, Y) como R son parámetros
de,~conocidos.

En el primer pa~o del proceso iterativo, es decir en la fase
de la "inicialización", estimamos como el punto principal el

y el radio p con
p2 = R 2 + (~ -X)2 + (11- Y)2

(2.6)
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punto medio (X/I"'Y/I.) de la imagen: (xrlJ ,y!I])=(X/I"'Y/I.).
Despues calculamos a partir de ecuación (2.6) para cada uno

de los círculos Cj un radio R!l) que satisface la ecuación
(2.6). El valor medio de estos radios es

(2.7)

Figura 2.5: Todos los círculos correctos (izquierda) y los círculos adecuados (derecha)

Aquí usamos para cada uno de los círculos Cj un "peso" pj
que describe la seguridad con la cual el círculo Cj es
procedente de una línea recta original. Inicialmente todos los
pesos p[I]=1 son iguales. Si una expresión bajo la raíz es
negativa, entonces el círculo Cj correspondiente recibe el peso
p;=ü. La ecuación (2.7) es la primera parte del pa~o principal
del proceso iterativo (la primera parte de la "actualización").

En la segunda parte de la actualización calculamos para
cada uno de los círculos Cj un radio aj que corresponde a los

parámetros (xllJ ,yll],R[IJ): Aquí los parámetros R!k] son los radios de lo~ círculos
obtenidos por la ecuación (2.7) en la k-ésima iteración.

De esta ~era podemos determinar iterativarnente a partir
de la lista L de los círculos correctos el punto principal (X, Y)
y el radio R:

ai=~ (2.8)

Los círculos Ci.=(~i"'i'O) tienen que pa.~ar teóricamente
por el punto principal. En la práctica, sin embargo, estos
círculos se intersectan solamente dentro de una región
pequeña en la vecindad del punto principal (ver figura 2.6).

Ahora en la tercera parte de la actualización se detemiina
un punto (xr2J,yr2J) como el punto óptimo de intersección de
todos los círculos Ci.=(~i"'i'O). Después la iteración empieza

((Xm'Ym)'L 1- [R[l],L] -

[(X[1],Y[1]),L1- [R[2],L] [<X,Y,R)]

Al fina], ]os círcu]os C; correctos de ]a ]ista L con un peso Pi

suficientemente grande son círcu]os que corresponden a líneas
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rectas en la imagen ideal. Estos círculos se llaman "círculos
adecuados".

El número de los pasos de la iteración está en el rango 5-
10. Nuestra.~ investigaciones han mostrado que el error medio
del radio R no es más de 4%. Para imágenes reales del tamaño
900x600 píxeles (cámara Canon EF 15/2.8) hemos deter-
minado un error medio maximal de Ia.~ coordenada.~ del punto
principal de :t:16 píxeles. También en los casos de imágenes
parciales (entonces el punto principal no se encuentra en la
proximidad del medio de imágen), podemos rectificar las

imágenes con una precisión suficiente para tareas en los
campos de robótica o de la arquitectura. Los errores en la
ventana central de la imagen (600x400 píxeles) no superan :f:2

píxeles.
El método aquí reprsentado es numéricalmente muy

estable y también muy efectivo en respecto al tiempo. Por
ejemplo: para 300 ~egmentos en la lista L extraído a una
imagen de 900x600 píxeles que resultan aproximadamente en
50 círculos adecuados necesita un PC con 1GHz solo un
segundo. Este tiempo es 30-50 veces más rápido que el
método descrito por Prescott (1997).

Figura 2.6: Los círculos adecuados C; con rndios P; (iZtluierda) y los cín:ulos C;. con radios a; que tienen que
intersectmse tOOricamente en e] punto principal (derecha)

3 Rectificación Lineal Todos los puntos espaciales de la línea recta r=c+At,
donde c es el centro de proyección y t e.~ el vector direccional
del "rayo de vista", son puntos originales para el punto de
imagen (~Tl). Las siguientes fónnula~ valen:

3~1 El Modelo de la Cámara Ideal

Las ecuaciones del mapeo central-proyectiva son

-~~~

e= 30

a30 +a3Ix+a32Y+a33z Q30 +<33' r>

alo

}a2O

a3O

Q20 +<32' r>
a20 +a21x+a22Y+a23z --

a30 +a31x+a32Y+a33z
Tl= para la calculación del centro de proyección c ya30 +<33' r>

Los parámetros a1k describen la proyección. El vector
tridimensional r y su vector transpuesto rT=(x,.y,z)
representan un punto espacial cuyo imagen bajo la proyección
central es el punto de imagen (~, 11). Aquí, las expresiones
<3;,r> denotan los productos escalares entre los dos vectores

3jyr.

t~,11 = alxa2 + ~.a2xa3 + ".a3xa
(3.1

para la determinación del vector t~.'1 a partir de los vectores a;
y el punto de imagen (~,11).
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Los cuatro vectores 81'82, 83 y 80 T=(a10,a2o.a30) son llamados
los "vectores de la cámara" (ver por ejemplo WWW -I).

En la figura 3.1 se muestra el esquema de la proyección
central.Para una cámara ideal el punto principal p=(X,Y) es la
proyección ortogonal del centro de la proyección al plano de
imagen. Sea D una línea recta espacial como el conjunto de
todos los puntos espaciales r=rD +i..t con t como vector
direccional de esta línea.

Figura 3.2: Un "cuerpo arquitectónico" con tres lados

ortogonales\
\\ \

Figura 3.1: Punto de imagen (~ , '1) y rayo de vista

Entonces todos los puntos de imagen (~). ,11).) correspondientes

a los puntos de la línea n, con -00<A<+oo, son dados por las
f6rrnula~

;:
-y

Figura 3.3: Tres puntos de fuga Q..Q,..Qz

Para el límite A--oo obtenemos el punto de imagen Ft=(~,"~)

con

El punto principal p conjuntamente con los puntos de fuga
Qx,Qy,Qz fonna un sistema ortocentral ("orthocentric
system", ver Weinstein (1999)), donde la~ tres altura~ del
triángulo T=(Qx,Qy,QJ se intersectan en P. Este sistema
ortocentral tiene las propiedades siguientes:

alO +<al ,rD + At>
<a1't>

~~=lim
A-~ Q30 +<a3'rO + J..t>

<82'1>

<a3't>

como "punta de fuga" (vanishing point) de la línea D. Todas
las línea~ paralela~ a D tienen el mismo punto de fuga ya que
(t;..,T1~) no depende del punto espacial rD. En otros palabras,
cada vector direccional t corresponde unicamente a un punto
de imagen y viceversa (si t está en un plano paralelo al plano
de imagen, entonces (f;,.,T1~) es un punto en el infinito).

Cada "base ortogonal" Borto , descrito por tres
direcciones ortogonales de línea~ rectas, define tres puntos de
fuga. Estas situaciones hay por ejemplo en el ca~o de la
arquitectura (ver figura~ 3.2, 3.3 y 3~4).

-El punto principal p esta localizado dentro de T .
-La distancia foca! f (la distancia entre el centro de

proyección c y el plano de imagen) detennina el tamaño
del triángulo T.

-Una rotación de Borto alrededor del eje óptico (la línea
detenninada por c y P) proporciona solamente una
rotación de T .

-Una traslación de p sólo desplaza el triángulo T.

Los vectores ix ,iy ,t. de los rayos de vista detenI)Ínados por los

puntos de fuga Qx= (r.x ,T1x), Qy=(r.y,1ly), Qz=(r.z ,1lz) y el centro

de proyección c son dados por las fórmulas

~ -x
x

11 -y
x

, -I

~ -x
y

TI -y
y

~;:-x

11 -y;:

-I I
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A partir de las tres condiciones de ortogonalidad transformar en el punto principal P=(X,f). En el primero paso
giramos la imagen de tal manera que cada punto (~, TI) se
transforma en un punto (~.,TI.):(tx,td= o .(ty.tz)= o , (tZ'tx)=o

v (~ -X)2+(TlQ- Y)2
podemos deternIinar las tres incógnitas, es decir el punto
principal P=(X,Y) y la distancia focal f.

~. = (~-X)cosa + (TJ-Y)sina+X

TI* = -(~-X)sina + (TI-Y)cosa+Y

Entonces calculamos las nuevas coordenadas

+ arctanlf;*-xl

f

Vf2+(~.-X)2

,
Figura 3.4: Un objeto "arquitectónico" con sus tres puntas de
fuga para las tres direcciones ortogonales

De esta manera podemos transformar por ejemplo la imagen
de una fachada la cual ya no tiene distorsiones no lineales
pero todavía tiene distorsiones proyectivas a una imagen
"rectificada" en la cual la fachada es mostrada de frente (ver
figura~ 3.5 y 1.1).

En la figura 3.4 se muestran los tres puntos de fuga. El
punto principal se localiza cerca del centro de la imagen. Si se
determina por ejemplo el vector direccional ix para el punto de
fuga Qx y se gira el rayo de vista correspondiente por la
transformación de Kanatani en el eje óptico, entonces cada
plano P objeto del objeto que es ortogonal al vector tyXt. se
transforma en un plano paralelo al plano de imagen. Por esta
paralelidad el plano P objeto aparece en la imagen transformada
como una reproducción a escala (ver figura 3.5). La precisión
de la rectificación (dependiente de la calidad de las imágenes
originales) nos proporciona un cociente ente las longitudes de
los dos lados de un cuadrado de 0.97- 1.03 (en lugar de 1.00
en ca~o de una reconstrucción ideal).

3.2 El Modelo de la Rectificación Lineal

3.3 La Determinación de los Puntos de Fuga

Para la rectificación lineal de sección 3.2 la determinación
precisa de los puntos de fuga es de gran importancia. Por eso
hay muchos trabajos sobre esta tarea en la literatura (Caprile,
1990; Gamba et al., 1996; Lutton et al., 1994; McLean, 1995;
Palmer, 1993; Van den Heuvel, 1998a; Shufelt, 1999).

En muchos ca.~os se usan métodos ba.~ados en la
representación de la esfera de Gauss (Gaussian sphere method
GSM, ver por ejemplo Lutton (1994). Pero este método tiene
una.~ desventaja.~ por la cuantización (discretización) necesaria
de la esfera a partir del método de Hough.

Cada rotación tridimensional de la cámara en torno su centro
de proyección c descrito por una matriz de rotación R
proporciona una transformación T R bidimensional de la
imagen original. El razón e.~ que toda.~ las líneas rectas del
espacio que pasan por el centro de la proyección son
mapeada.~ únicamente en puntos de la imagen.

Para cada uno de los puntos de imagen (~, Tl) existe un y
sólo un rayo de vista t~.'1 (ver ecuación (3.1». Hay una
rotación especial RK(~, Tl) dada por la rotación del rayo de
vista t~.'1 al eje óptico. Esta rotación determina una
transformación proyectiva T K(~' Tl) de la imagen, la cual es
llamada "transformación de Kanatani" y fue descrita por
primera vez por Kanatani (1988), ver también Voss, (1995a)

yWWW-1.
Una propiedad importante de esta transformación es que

cada plano que es inicialmente ortogonal al rayo de vista t~.'1
es paralelo al plano de imagen después de la transformación
T K(~' Tl). El mapeo de un plano espacial P es!",cio paralelo al
plano de imagen Pirnagen es una transformación homotética de
P es!",cio a Pimagen -por eso cada distorsión proyectiva es
eliminada.

La~ fórmula.~ para la transformación de Kanatani son
las siguientes. Sea Q=(~Q' TlQ) el punto de fuga que se debe
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Figura 3.5: Los tres lados de un objeto "arquitectónico" como las reproducciones a escala obtenidas por la
transformación de Kanatani

punto Mc está localizado en media de la línea entre A y el
punto de fuga Q con A M.=M. Q=Rc a~í que entonces también
conocemos Q. Este enfoque TCM es má~ simple y más
robusto que el método de la e.~fera de Gauss (ver figura 3.7).

Aún mejor es el enfoque de la rninirnización de la~ areas
de triángulos. De nuevo partimos de una lista de segmentos
rectos. Si un segmento P1P2 pasa a traves del punto de fuga Q,
entonces el triángulo P1P2Q tiene un área igual a zero:

Por eso queremos presentar aquí dos nuevos métodos
geométricos para la determinación robusta de los puntos de
fuga (ver Briiuer-Burchardt (2000)). E.~tos métodos son el
enfoque a partir del círculo de Thales (TCM) y el enfoque con

Xl Yl 1

X2 Y2 1
1

¿,

= oárea(P1P2Q) =

--
XQ YQ

~

Podemos escribir este área también como

X1Y2 -X1YQ -X2Yl +X2YQ +XQYl -XQYl = O

Pero a partir de los errores de medición esta.~ áreas no son
zero, sino tenemos valores pequeños t>j para cada segmento Si.
Por eso la solución de la tarea

11

F(xQ'YQ) = :E [ xf'1yi'1-xi'lyf'1-

;;1

-(xfn -xin)yQ + (y{n -yin)xQj --0 mínimo

Fiura. 3.6: Segmentos. punto de base B y círculo de Thales
que pasa por todos los puntos de base

ayuda de la minimización de las áreas de triángulos (TAM).
Para ambos enfoques usamos una lista de segmentos rectos S=
((Xl'YJ.(X2'Y2)) los cuales son extraídos de una imagen sin
distorsiones no lineales.

Cada segmento S determina una línea recta g. Ahora
buscamos el punto de base B en esta línea con respecto a un
punto arbitrario A (ver figura 3.6, por razones de experiencias
prácticas se recomienda escoger el punto A verca de la nube
de segmentos).

Todos los puntos de ba~e B sobre la~ línea~ representadeas
por los segmentos de la lista con respecto al punto A están en
el caso ideal sobre un círculo, el círculo de Thales, ya que el
ángulo entre la altura AB y la línea BQ siempre es un ángulo
recto. Si determinamos un círculo óptimo C a través de los
puntos B, entonces conocemos su centro Mc y su radio ~ .El

nos proporciona a partir de aFlax=aFlay=o dos ecuaciones
lineales para las dos incógnitas xQ y YQ. Si los puntos

tenninales de los segmentos tienen errores con una desviación

estándar de 0.1 -1.0 píxeles, entonces podemos determinar la
distancia del punto de fuga al punto principal con una

precisión con un error de 0.5 -5.0 % y la dirección al punto
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de fuga tiene solamente errores de 0.02 -0.25 grados donde el
enfoque TAM es un poco mejor que el enfoque TCM (ver
figura 3.7 y Brliuer.Burchardt (2000». En la parte izquierda
de la figura 3.7 se muestra el error porcentual de la distancia
entre el punto principal de la imagen y el punto de fuga para

unas cienta.~ de simulaciones como la función de la desviación
estándar de Ia.~ coordenada.~ de los puntos finales de los
segmentos (de 0.1 hasta 1.0 pixeles). En la parte derecha se
muestra el error de la dirección del punto principal al punto de
fuga en grados (también como función de las coordenadas).

l 'A ,4

~:fJ

12 ¡~~ s xif 1v "~V/

lG lp
¡

8 .&

Te~6 .6

4

2

O , ! 1""
00.1 O.Z 0,5 ,

fI

.2

-O,
0;1 0.2 0.5 ,

1,0

Figura 3.7: Errores de los enfoques TCM y T AM en comparación
con el método de la esfera de Gauss GSM

ecuaciones siguientes:

4 Mejoramiento de las Imágenes ':gk,I(I') = ':gk,I(I) .':gk,I(D*u.,,)

4.1 El Método SDR

Hemos desarollado un método nuevo (shift detection by
restoration, SDR) tanto para el apareamiento de imágenes
como para la detección de desplazamientos entre dos
imágenes (Voss, 1999a; Voss, 1999b; Suesse, 1999). La idea
principal es la siguiente: Sean dadas dos imágenes I e l' del
mismo tamaño y sea Do el impulso unitario (función de Dirac)
que tiene en todas partes de la imagen los valores de gris O y
solamente en el origen el valor 1. Ahora, si Su,,' es el operador
de desplazamiento que debe realizar un de.~plazamiento entero
u en dirección X y un desplazamiento entero ven dirección
Y, entonces obtenemos para el desplazamiento cíclico la

fórmula

Fonnalmente obtenemos los coeficientes de la transfonnada
de Fourier 'Bk.l(DUoJ de la imagen del impulso unitario
desplazado DUo\, por 'Bk./(1')/'Bk./(1). Pero e.~ta solución no es
calculable si unos coeficientes 'B k.¡(I) de la función
transfonnada 'B(1) son igual de cero. También en el caso de
que todos los coeficientes 'B k.¡(I) son diferente de cero hay
dificultades. Si unos coeficientes 1J k./(1) son pequeños,
entonces errores pequeños en los valores de gris de la imagen
I ( causados por ruido) resultan en errores grandes para los

coeficientes DUo\,.
Para eliminar estas dificultades usamos la teoría de Wiener

(ver Pratt (1991) y Gonzales (1993)) que porporciona la
fónnula de la restauración

'B*k./(1) .'Bk./(1')
'Bk.ÁDUo\,) = (4.2)

'B*k,l (1) .'B k./ (1) + y(4.1)I' = S I = S (1 *D \ = I *(S D) = I *D
u,v u,v 01 u,v O u.v

para los coeficientos de Fourier 'Hk,¡{Du.r) de la transfonnada
del impulso desplazado restaurado. El símbolo 'H k,; describe
el complejo conjugado de 'H k,l y y es una constante
(dependiente del ruido y de las perturbaciones). En otras
palabras: la transfonnada inversa 'H-l('H(D» es la solución
restaurada de la ecuación (4.1), la a.~í llamada "pseudo
inversa".

donde el símbolo * representa la convolución entre funciones

y Du". es una imagen de impulso unitario desplazado.
Si aplicamos a esta ecuación (4.1) la transformada de

Fourier :tJ , entonces obtenemos por el teorema de convolución
la ecuación :tJ(1')=:tJ(I*Du.J=:tJ(1)-:tJ(Du,r). Por eso tenemos
para los coeficientes de Fourier :tJ k.l (1') de la función r las
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Figura 4.1: Detección de un pico a partir de fórmula (4.2)

De fónnula (4.2) podemos obtener las soluciones comunes
para la detección de un desplazamiento. Con y-+O obtenemos
la solución directa ~(D)=~(r)/~(I) y para Y-+~ obtenemos
(salvo una constante) la correlación cruzada

~k.l(Du,J = ~*k.l(I) .~k.l(I') .

es decir Du.r = lrefl*I' donde lrefl denota la imagen reflectada

(reflexión por el origen).
En la figura 4.1 se muestra la potencia del método SDR.

Las tres imágenes de la columna izquierda son desplazada
cíclicamente (en la columna media arriba), desplazada con
perturbaciones en los bordes (en medio) y desplazada con
perturdationes y ruido (columna media abajo).

La~ imágenes de los picos detectados (indicado por
flecha~) usando la fórmula (4.2) son muestras en la columna
derecha. Los picos que describen los desplazamientos son
muy destacados y se puede detectar fácilmente estos picos.

Este desplazamiento d2 es el doble de la distancia dl entre
el eje vertical central y el eje de la simetría en los imágenes.
Por eso se obtiene una imagen D"", del impulso unitario
desplazado (arriba a la derecha). Este impulso tiene una
distancia d2 del eje central de la imagen.

El lugar del pico del impulso unitario determina el
eje de simetría. Ahora podemos determinar una línea de
simetría en la imagen original (abajo a la izquierda) yen la
imagen reflejada (abajo en medio). Si se desplaza las
imágenes 10- 1'0 y Ir- I'r de tal manera que los ejes de simetría
son iguales (figura 4.2 abajo a la izquierda y en medio),
entonces grandes partes de la~ imágenes son iguales. En
nuestro ejemplo se detectó bien la simetría presente como
muestran la~ pequeñas diferencias 11'o-l'rl de ambos
imágenes desplazadas (abajo a la derecha).

Para tarea~ arquitectónica~ podemos aplicar este
método de la detección de la sjmetría para la reconstrucción
de las partes de un edificio que no son visibles en la imagen
original (por supuesto si sabemos que estas partes son partes

reflejadas).4.2 La Detección de las Simetrías

Aplicamos el método SDR para la detección de simetrías en
imágenes. En figura 4.2 mostramos una imagen original
(arriba a la izquierda, Palacio Nacional de México). Si se
refleja esta imagen Io por el eje vertical central de la imagen,
se recibe la imagen reflejada Ir (arriba en medio). A partir de
la simetría de la imagen original tenemos un desplazamiento
entre ambos imágenes Io e Ir"

4.3 La detección de repeticiones

Si tenemos una imagen I con
podemos generar una imagen
por la fórmula siguiente:

259

un objeto pequeño, entonces

de repetición r de este objeto
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I' =

Aquí Dr-a.s.b es el impulso unitario desplazado por r.a pixeles
en dirección X y por s.b pixeles en dirección Y, donde a es la
distancia de los impulsos en dirección X y b la distancia de los
impulsos en dirección Y. De esta manera construimos una
imagen r con ayuda del operador D* en la cual tenemos
muchas repeticiones del objeto pequefio original.

A partir de la fórmula (4.2) podemos determinar
aproximadamente el operador D* como suma de impulsos
unitarios separados por la resta~ación de Wiener, es decir,
podemos determinar la rejilla de las repeticiones del objeto
pequefio. En figura 4.3 se muestra un ejemplo. Una ventana
bien mapeada es nuestro "objeto pequefio" (rectángulo negro
pequefio en la imagen derecha).

La restauración nos da la rejilla de los impulsos (en
medio), y entonces podemos sustituir las ventanas mal
representada~ por el objeto pequefio (la ventana "buena"). De
esta manera obtenemos el resultado de las figura~ 4.3 y I.I. Figura 4.2: Arriba -imágenes ~ y Ir, imagen del impulso Du.l"

abajo -imágenes desplazadas y su diferencia IYo-Yrl

Figura 4.3: Fachada original y objeto pequeño (izquierda), imagen de los impulsos n. (en medio)
y fachada mejorarla que es determinada por repetici6n (derecha)

5 Conclusiones

Hemos mostrado como podemos remover las distorsiones
radiales en imágenes captadas por cámaras de tipo fish-eye
aplicando un método nuevo y simple (parte 2 de deste
trabajo). La~ ventajas de este método son que se puede aplicar
también en casos de imágenes monoculares y si no t~nemos
datos sobre la cámara usada.

Solo con la información a priori de que hay líneas rectas
en los objetos mapeados, podemos determinar el punto
principal de la imagen (al mismo tiempo el centro de la
distorsión radial) y el parámetro de la distorsión (que sustitue

en nuestro método dos o más parámetros necesarios en otros

enfoques).
E~te nuevo método puede usarse automaticamente, ya que

los pa~os necesarios (detección de segmentos lineales,
determinación de círculos, evaluación de los círculos
detectados, determinación del punto principal y del parámetro
de la distorsión, rectificación de la imagen) son muy estables
contra ruido, sombra, translaciones, rotaciones, escalaciones y
aún transformaciones afines y proyectiva~ (en todos estos
casos líneas rectas se conservan).

Mediante la eliminación de la distorsión radial (si es
necesaria) obtenemos imágenes sin distorsiones no lineales
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Con métodos fotogramétricos se puede realizar precisiones de
medición determinadas por el equipamiento técnico (cámara.~,
cuerpos de calibración etc.). En contra nuestro enfoque se
basa en informaciones que se pueden extraer de las imágenes
investigada.~ o en informaciones a priori sobre las propiedades
de los objetos mapeados (linealidad, ortogonalidad etc.). No
necesitamos informaciones sobre los parámetros interiores de
la cámara (distancia focal, posición del punto principal etc.),
parámetros exteriores de la cámara (posición y orientación de
la cámara), puntos de referencia de los objetos
tridimensionales y no usamos cuerpos de calibración.

Por eso, nuestros métodos no son equivalentes con
métodos fotogramétricos estandares. Pero los beneficios de
nuestros métodos consisten en la aplicabilidad también en
casos si hay solamente imágenes únicas. Por ejemplo es
posible reconstruir edificios históricos destruidos o medir
objetos arquitectónicos bajo la suposición de uso de métodos
barratos y simple.~.
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proyectivas). Podemos utilizar nuevamente la información a
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