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Resumen

En este trabajo presentamos la continuacion de las solucio-
nes de equilibrio de un sistema dindmico econdmico, asi
como las bifurcaciones de codimensién Iy 2 obtenidas. En
primer lugar se encuentra una superficie sobre la que pue-
den estar las bifurcaciones de Hopf para luego obtener las
curvas de continuacion de estos puntos de bifurcacién. Acom-
pafiados a los puntos de bifurcacion de Hopf se obtienen los
ciclos limite, asi como las continuaciones de los ciclos y sus
cambios a otras ramas, que nos indican los distintos com-
portamientos  que existen en el  modelo.

Palabras clave: Sistemas Dindmicos no Lineales
y Bifurcaciones.

Abstract

This paper deals with a coniinuation study of codimension
one and two bifurcations, applied to an economic dynamicdi
system. First, continuation curves of Hopf bifurcations are
- calculated with the subsequent appearance of limit cycles.
Secondly, we carry out a continuation analysis of these cycles,
Jocusing our aitention in new branches swiiching at a double
Hopf point

Keywords: Nonlinear Dynamical Systems and Bifurcations.

1 Introduccion

En los dltimos afios han aparecido diversos traba-
jos! sobre estudios cualitativos aplicados a los mo-
delos dindmicos no lineales econémicos. . Asi, auto-
res como Day (1994,[4]), Brock (1989,[3]), Medio
(1993,[16]), Vilchez (1999,[17]), Hilborn (1994,[11]),
Barnett-Gandolfo(1996,[2]), Gandolfo(1997,[6]), Lo-
renz (1997,[14]), Feitchinger (1992,[5]) se dedican a
estudiar no sélo la estabilidad de las soluciones de
equilibrio, sino también a comprobar para que valores
de los pardmetros, dichos equilibrios tienen comporta-
mientos cualitativos distintos. Hoy por hoy, concep-
tos tales como bifurcaciones, codimensién, o equiva-
lencia topolégica son utilizados por los investigadores
econdmicos también. Ademds el acceso a programas
informédticos tal como (CONTENT (2000) [13]), nos
permiten la obtencién numérica de los puntos de bifur-
cacién 6 de los ciclos limites de los sistemas dindmicos.
En este trabajo se realiza un estudio de un modelo de
publicidad Feitchinger (1992,[5]) en el que se obtienen
los puntos de equilibrio del sistema. Partiendo de un
punto de equilibrio, se hace una continuacién del pun-
to de equilibrio con respecto a un parametro, es decir,
vamos obteniendo una curva de puntos de equilibrio
en funcién del valor del pardmetro en cuestién, con
lo que se puede realizar continuaciones del punto de
equilibrio en funcién de cada uno de los pardmetros
del modelo. A medida que se va realizando la conti-
nuacién, se obtienen los posibles valores de bifurcacion
de codimensién 1 para el pardmetro en cuestién, en el
que una funcién test nos indica que hay una condicién,
que ha de cumplir la bifurcacién, que se cumple para
ese valor. Estos valores paramétricos, en los que se

1Este trabajo ests soportado parcialmente con los fondos
de la Junta de Andalucfa {Acc. Coord. 2001 (LCJ/GGM-
55706)(ACC-354-SEJ-2001))
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encuentran las bifurcaciones de nuestro sistema, nos
indican que a un lado de ese valor, el sistema tiene un
comportamiento y al otro lado otro comportamiento
distinto. Las bifurcaciones de codimensién 1 son la
bifurcacién Fold (LP) y la bifurcacién de Hopf (H). A
partir de un punto de bifurcacién de codimension 1 se
continda también con respecto a otro pardmetro del
sistema, con lo que la curva obtenida estd formada por
puntos de bifurcacién de codimension 1 en funcién de
ese segundo parametro y de esa manera se obtienen
las bifurcaciones de codimensién 2 posibles para nues-
tro sistema, que en el caso que expondremos en las
secciones siguientes pueden ser la bifurcacién cuspide,
Bogdanov-Takens o la bifurcacién de Bautin (Hopf ge-
neralizada), que se comentan brevemente en la seccién
2.2.

Este trabajo estd desarrollado en la forma siguiente:
En la seccién segunda se comienza con el planteamien-
to econémico del modelo y se comentan brevemente
los conceptos matemdticos tedricos necesarios para la
obtencién de los puntos relevantes que se obtienen de
forma practica en la seccién tercera utilizando herra-
mientas informéticas cono son Mathematica y CON-
TENT. En esta seccién se calculan los puntos de equi-
librio del modelo de feitchinger y de forma simbdlica se
comprueba que no puede haber puntos de bifurcacién
de Fold .de codimensién 1, pero si puntos de Hopf de
codimensién 1. Esto nos lleva emparejado la aparicién
de ciclos limite, que pueden ser estables o inestables,
donde la estabilidad de estos ciclos limite vienen de-
terminados por el primer coeficiente de Liapunov. Al
realizar la continuacién de la bifurcacién de Hopf se
encuentra una bifurcacién de Bautin o de Hopf gene-
ralizada en el que el primer coeficiente de Liapunov
se anula surgiendo una bifurcacién de codimensién 2.
Esta seccién tercera termina con la continuacién de los
ciclos limite, pudiendo aparecer también las bifurca-
ciones de los ciclos limite en las que hemos encontrado
bifurcaciones Fold (LPC) de los ciclos limite y cambios
de rama (BPC), cuyos valores hemos representado en
las tablas correspondientes. Terminamos con la sec-
cién cuarta con conclusiones y trabajo futuro en la
que exponemos las posibilidades de ampliaciones de
este modelo.

2 Bifurcaciones en sistemas

dindmicos no lineales

2.1 Modelo de publicidad

El Modelo de publicidad por contacto (Feitchinger,
1992 [5]) entre usuarios de una marca y compradores
potenciales viene dado por las ecuaciones:

Il

X1(t)

( k- a.(t)Xl (t)X2 (t) + ﬂXQ(t) (1)
Xo(t) =

a(t) X1 () X2(t) — 8X2(t)
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donde el nimero de personas en un mercado se com-
pone de X;(t), que es el numero de compradores po-
tenciales de una marca especifica en un instante ¢, y
X>(t), que es el ndmero de usuarios de la marca en
ese momento. Se supone que el nimero de compra-
dores potenciales que comprarian y ademads se haran
clientes en algin intervalo corto de tiempo es propor-
cional al nimero actual de compradores potenciales y
al numero de usuarios. A la constante de proporcio-
nalidad a(t) se le llama tasa de contacto, con lo que se
tiene el término a(t)X1(t)X2. Ademés se asume que
dicha tasa se puede incrementar por un aumento en
los gastos de publicidad y que esa tasa de publicidad
es proporcional al niimero de compradores, con lo que
a(t) = aXs(t). Se supone, ademds, que los clientes
actuales cambian a una marca rival en una propor-
ciéon B. La subida de ventas de articulos semejantes
de otras marcas o firmas afines influyen sobre el va-
lor de este parametro. Como los individuos pueden
volver a la marca original, entonces permanecen en el
grupo de clientes potenciales. Ademds, se asume que
algunos clientes dejan el mercado para siempre (por
ejemplo por muerte o emigracién) a una tasa constan-
te €. A la suma de ambos pardmetros se le denota
por §; § = B+ ¢. Se supone que un flujo continuo de
nuevos clientes potenciales entran en el mercado desde
alguna fuente, tal como por un aumento de los ingre-
sos, alguna otra forma de publicidad o cambios demo-
graficos. De este modo, los individuos fluyen dentro
del mercado de firmas con una tasa constante de input
k. Pretendemos entonces, estudiar los puntos fijos o
soluciones de equilibrio del sistema (1), donde hemos
de tener en cuenta que k, @ y 3 son constantes posi-
tivas y, § — 8 = ¢ > 0. El sistema queda por tanto
expresado en las ecuaciones siguientes:

Xl(t) =
Xa(t) =

k - aX1(8)X3(t) + BXa(t) 2)
aX1(H)X3(8) — 6Xa(t)

2.2 Puntos de equilibrio. Bifurcacio-

nes

Los puntos fijos o de equilibrio (EP)? de un sistema
.'i?:f(lf,a), CCERH, aeRk’ (3)

se obtienen resolviendo el sistema f(x,a) = 0. Si el
sistema es polinémico, como es €l caso que nos ocupa,
se resuelve por medio de las bases de Groebner (Bar-
nett 1983)[1]). La pregunta que nos hacemos ahora
es respecto de la estabilidad o no de este punto de
equilibrio y si la estabilidad® de dicho punto depen-
de de los parametros .. Sabemos que si el punto fijo

2Cada punto caracteristico tiene una notacién que se utiliza
maés tarde. En este caso EP representa a un punto de equilibrio
del sistema

3Para una visién mds amplia de esta seccién se pueden con-
sultar (Wiggins 1990 -[18], Guckenheimer 1993 [9], Govaerts
2000 [7] 6 Kuznetsov 1998 [12] )
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es hiperbélico (ninguno de los autovalores de la ma-
triz Jacobiana Dy f(xg, o) del sistema, tiene parte real
nula), entonces la estabilidad del sistema 3 viene de-
terminada por la del campo vectorial lineal

€ = Dy f(xo, a0)€, € € R™, 4

va que los puntos fijos hiperbdlicos son estructural-
mente estables, es decir al variar ligeramente o no
cambia la naturaleza de la estabilidad del punto fi-
jo. El problema surge cuando el punto fijo no es hi-
perbélico, ya que entonces puede ocurrir que el com-
portamiento del sistema sea distinto. En este ca-
so se dice que hay una bifurcacién. Es decir, una
bifurcacién es un cambio del sistema, de tipo to-
polégico, cuando su pardmetro pasa a través de un
valor (critico) de bifurcacién. La codimensién de una
bifurcacién en el sistema (3) es el nimero de condicio-
nes independientes que determinan la bifurcacién. Los
puntos de equilibrio hiperbdlicos son de codimensién
0, ya que no hay ninguna condicién. Las bifurcaciones
de codimension 1 estan determinadas por la matriz Ja-
cobiana D f(z,a) y son los puntos Fold y los puntos
de Hopf. Una solucién de equilibrio del sistema (3)
con o € R es llamado un punto limite (LP) o Fold si
Dy f(zo0, c0) es de rango deficiente 1, es decir tiene un
Unico autovalor nulo y un punto de equilibrio es un
punto de Hopf (H) si D, f(zo, @) tiene un tGnico par
de autovalores imaginarios puros. Estas bifurcaciones
se detectan en un entorno del equilibrio y se les dice,
por tanto, que son locales.

También hay bifurcaciones que no pueden detectar-
se al estudiar los entornos de los puntos fijos o de los
ciclos y son denominadas globales, tales como las bi-
furcaciones homoclinicas o las heteroclinicas. Si hay
una trayectoria que sale de un punto fijo y termina en
el mismo punto fijo se dice que es una érbita homo-
clinica, y si la érbita une dos puntos fijos distintos se
dice que es heteroclinica.

Si se toma un valor a = aq y considerando un con-
junto paramétrico conexo maximal (llamado estrato)
que contiene a «g y compuesto por aquellos puntos
para los cuales el sistema tiene un retrato fase que
es topoldgicamente equivalente a aq, entonces toman-
do todos los estratos en el espacio paramétrico R¥,
se obtiene el retrato paramétrico del sistema, que con
sus correspondientes retratos fase constituye lo que se
denomina un diagrama de bifurcacién. KEs deseable
tener el diagrama de bifurcacién ya que entonces se
tiene el estudio cualitativo del sistema. No obstan-
te, los diagramas de bifurcacién no siempre son féciles
de construir ya que pueden tener un numero infinito
de estratos, pues puede haber valores de bifurcacién
que sean densos en algunas regiones paramétricas y
el retrato fase pueda tener una estructura de Cantor.
Sin embargo, los diagramas de bifurcacién no siempre
son extremadamente complicados pudiendo ser simi-
lares, ya que si tenemos dos sistemas, se dice que son

topolégicamente equivalentes si existe un homeomor-
fismo que transforma el retrato paramétrico del primer
sistema en el espacio paramétrico del segundo sistema
y otro homeomorfismo que transforma los correspon-
dientes retratos fases. Se tiene entonces el problema
de clasificar todos los posibles diagramas de bifurca-
cién de los sistemas genéricos, al menos, localmente;
de esta manera con estos diagramas locales se utilizan
para tratar de construir el diagrama de bifurcacién
global de cualquier sistema. Ahora bien, teniendo en
cuenta que el nimero de pardmetros libres requeridos
para encontrar una bifurcacién de codimensién k en
un sistema dependiente de pardmetros, y como es su-
ficiente estudiar una bifurcacién de codimensién k en
un sistema genérico k-paramétrico, los diagramas ge-
nerales m-paramétricos (m > k), se pueden obtener
consiguiendo los diagramas cerca de las fronteras de
bifurcacién, al cambiar el diagrama k-paramétrico en
las direcciones complementarias. Para las bifurcacio-
nes de los equilibrios y de los puntos fijos, los diagra-
mas de bifurcacién universales vienen dadas por las
formas normales topolégicas. Es decir, en ocasiones
es posible construir un sistema polinomial

£=g(¢,Bi0), E€R", BERF, s R,  (5)

que tiene un equilibrio £ = @,, en B = 6, que satisface
las k& condiciones de bifurcacién que determinan una
bifurcacién de codimensién k de este equilibrio y don-
de o es un vector de los coeficientes o3, i = 1,2,...,!
de los polinomios que aparecen en (5). En definiti-
va, el sistema de la forma normal es topolégicamente
equivalente al sistema original en un entorno del equi-
librio.

Cuando el punto fijo no es hiperbélico y si n, es
el nimero de autovalores de la matriz Jacobiana del
sistema, con T° el subespacio lineal asociado a los
autovalores, entonces el Teorema de la variedad cen-
tro (ver Guckenheimer 1993 [9]), asegura que hay una
variedad invariante W, (zo), n. dimensional, definida
localmente, que es tangente a T en zg, donde los flu-
jos del sistema original eh un entorno del punto fijo zq
tienden a la variedad W (zo), denominada variedad
centro. La variedad centro cumple que si el ntimero
de autovalores con parte real positiva es nulo, entonces
dicha variedad es atractiva. Al restringir el sistema a
esta variedad centro, se obtiene un sistema

@ = B(u, @), u € R™ (6)

en el que el comportamiento del sistema original en
un entorno de la bifurcacién es el del sistema (6)%.

4La bifurcacién Fold, de codimensién 1, tiene como forma
normal en la variedad centro w = 8 + aw?; dependiendo de los
valores de B y a, se tienen la Fold, Flip o transcritica, segiin las
condiciones de transversalidad que cumplan.
La bifurcacién Hopf de codimensién 1 tiene en la variedad centro
una forma normal compleja equivalente a & = iwo w +£1 wlw|?,
donde el coeficiente ¢; de la forma normal es conocido por el
primer coeficiente de Liapunov.
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El teorema de bifurcacién de Hopf (ver Wiggins 1990
(18], Guckenheimer 1993 [9] 6 Hassard 1981 [10]) es-
tablece que se origina una curva de érbitas periddicas
en un punto de Hopf aislado si no hay otros autova-
lores sobre €l eje imaginario y el primer coeficiente de
Lyapunov, £1, no es nulo. Si #; < 0, entonces la bifur-
cacién se dice que es supercritica ya que en este caso,
para valores del pardmetros anterior al valor de bifur-
cacion se tiene un punto fijo estable y al pasar por el
punto de bifurcacién este punto fijo se hace inestable
y se obtienen ciclos limite estables para los valores del
parametro que estan por encima del valor de bifurca-
cién. En caso contrario se dice que es subcritica ya
que el ciclo limite inestable, rodeando el punto fijo es-
table, existe antes de la bifurcacién y por encima del
valor de la bifurcacién hay un punto fijo estable.

Si £, = 0, obtenido en la bifurcacion de Hopf, en-
tonces surge una bifurcacién de codimensién 2, de-
nominada de Hopf generalizada o también de Bautin
(GH). Otras bifurcaciones relacionadas con la bifurca-
cién de Hopf, de codimension 2, son: la de Bogdanov-
Takens (BT) (los dos autovalores son nulos, es decir
n, = 2); la bifurcacién (ZH) ( un tnico autovalor nulo
y dos Unicos autovalores imaginarios puros); la bifur-
cacién (DH) (dos pares de autovalores imaginarios pu-
ros Gnicos). La bifurcacién cuspide (CP) en el que el
término de la forma normal reducida de la bifurcacién
Fold se anula. Se puede notar también que la bifurca-
cién (BT) estd relacionada también con la bifurcacién
Fold. De igual manera las bifurcaciones de codimen-
si6n 3 estan relacionadas® con las de codimensién 2.
Algo més complicado es la obtencién de las bifurcacio-
nes de codimensién 1 de los ciclos limite. Asi, si Lg es
un ciclo limite del sistema (3) con n = 3, k = 1 para
un valor del pardmetro, digamos a =0y P, : % — %
es su correspondiente map de Poincaré, donde 3 es su
correspondiente seccién de cruce y el ciclo Lg no es hi-
perbdlico, con n, multiplicadores sobre el circulo uni-
dad, entonces si el ciclo tiene un multiplicador simple
u1 = 1y el otro multiplicador cumple ¢ < po < 1 {(bi-
furcacién fold de ciclos o punto limite del ciclo (CLP)),
en el map se tiene la colision y desapariciéon de dos
puntos fijos cuando a pasa por a = 0, con lo que en el
sistema. continuo se tendra que hay una colisién entre
dos ciclos limite uno estable y otro siila y que desa-
parecen en el sistema en el punto de bifurcacién. Si
por el contrario en o = 0 el ciclo tiene un multiplica-
dor g3 = —1 y el otro multiplicador es —1 < uy <0
(bifurcacién flip de ciclos o de duplicacién del periodo
(PD)), entonces en el map aparece un ciclo de periodo
2 y el punto fije cambia su estabilidad convirtiéndose
en un punto de silla y el ciclo de perfodo 2 que aparece
es estable, con lo que en el sistema dindmico el ciclo
de periodo 2 del map corresponde a un ciclo limite
dnico estable con un periodo aproximadamente el do-

5Hay un grafo en Govaerts 2000 [7] pp 300 en el que se
recogen las relaciones que existen entre estas bifurcaciones.

s

ble del periodo del ciclo Lg. La tdltima bifurcacién de
codimensién 1 surge cuando los multiplicadores son
complejos y unitarios (bifurcacién de Neimak-Sacker
(NS)), entonces el map de Poincaré tiene una variedad
bidimensional pardmetro-dependiente sobre la que se
bifurca una curva invariante cerrada desde el punto
fijo, con lo que esta curva cerrada se corresponde con
un toro bidimensional invariante, habiendo ciclos de
diferentes tipos de estabilidad localizados sobre el to-
ro. En el caso en que n = 2 no puede darse este Gltimo
caso y se tiene sélo las posibilidades de que p =1 6
p# = —1 6 que pueda haber algiin cambio de rama
(BPC). Para la deteccién y computacién de estas bi-
furcaciones se pueden consultar (Kuznetsov 1998 [12],
Govaerts [7]) y para la obtencién préctica de estas bi-
furcaciones hemos utilizado el programa CONTENT

([13])-

Para ir obteniendo los puntos de bifurcacion se
actia de la siguiente manera. Dado el sistema (3),
con a € R, eh primer lugar hemos de obtener un pun-
to de equilibrio, y después se continta el punto de
equilibrio para un valor paramétrico ( se suele decir
que se activa un parametro). Se obtiene entonces una
variedad unidimensional suave M C R™®*!. La com-
putacién de la curva de equilibrio da la dependencia
de un equilibrio de la curva

f(z,a) = 6. (7)

Al ir continuando la curva se pueden detectar las -
bifurcaciones de codimensioén 1: a saber la bifurcacion
Fold y la de Hopf. Para ello se utilizan unas funcio-
nes test que cambian de signo cuando se llega a una
bifurcacién de este tipo. Estos puntos de bifurcacion
son generalmente no degenerados. Ademds la curva
de equilibrio (7) puede tener puntos de ramificacién
(BP), es decir puntos de equilibrio por los que pasan
dos curvas de equilibrio suaves que son diferentes. Pa-
ra la obtencién de un ciclo limite, se puede partir de
un punto de Hopf y conociendo €l valor de ¢; pode-
mos saber si es subcritica o supercritica, con lo que
se puede hacer la integracién hacia adelante (forward)
o hacia atrds (backward) para la obtencién del ciclo
Iimite, segin que el ciclo sea estable o inestable. Para
nacer la continuacién del ciclo se activa el parametro
correspondiente y se van obteniendo los ciclos corres-
pondientes 3, los distintos valores del pardmetro activo
v a la vez se detectan las posibles bifurcaciones de los
ciclos limite. Andlogamente, si se obtiene un punto de
bifurcacién de codimension 1, se continua la corres-
pondiente bifurcaciéon con lo que se pueden obtener
sobre esta curva, bifurcaciones de codimensién 2 con
sus correspondientes ramas de bifurcacién si son po-
sibles. Hay que tener en cuenta que al continuar la
bifurcacién de Hopf, debemos prestar atencién ya que
poedemos obtener un punto de Bogdanov Takens o un
punto de equilibrio neutral (autovalores A y —A). Los
ciclos limite se obtienen a partir de puntos cercanos a
un punto de Hopf.
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3 Puntos de equilibrio del mo-
delo. Continuacién y bifurca-
ciones

Para la obtencién de los puntos de equilibrio hemos
utilizando el paquete Mathematica (]15]), obteniendo
un tUnico punto fijo (zo,ag) = (—E—(%Z—e) E) del sistema
(2). Hemos considerado unos valores de los valores
de los pardmetros acorde con el modelo de difusién
que podriamos poner como k = 0.15,¢ = 0.1, 8 =
0.125, a = 0.1, con lo que se obtiene el punto de equi-
librio (x,y) = (1.5,1.5). En general, la obtencién de
estos pardmetros se realiza haciendo una calibracién
del modelo a datos obtenidos del mundo real, como
pueden ser los porcentajes de ventas de una determi-
nada marca con respecto a otra. No obstante, aqui
hemos preferido dar valores a los pardmetros, de ma-
nera que la representacién gréafica sea clara. Para el
calculo de las posibles bifurcaciones Fold, se anula el
Jacobiano del sistema diferencial en el punto de equi-
librio, obteniendo sz“ Ahora como los valores de los
parametros los hemos supuestos positivos, el Jacobia-
no no se anula para ningdn valor, con lo que no hay
bifurcaciones tipo fold en el ortante paramétrico po-
sitivo. Para la obtencién de los puntos de Hopf se
ha de cumplir como condicién necesaria que el coe-
ficiente de primer grado del polinomio caracteristico
de la matriz Jacobiana del sistema dindmico sea nu-
lo y que el coeficiente independiente sea positivo 6.
El polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana es
PN\ = 5% — (B - k—;‘l + €)X + A2, Luego se ha de

cumplirqueﬁ—k—;gqbe:quue@ > 0. Por lo

€
tanto se verifica la segunda condicién para los valo-
res del pardmetro. Se tiene entonces una superficie de

bifurcacién de Hopf (ver figura 1). Hay que tener en

Figura 1: superficie de bifurcacién de Hopf 3 = k—;‘l -
e, a=0.1

cuenta que en esta superficie puede haber otros puntos

8En Guckenheimer 1997 [8], hay un desarrollo bastante com-
pleto de distintas técnicas de deteccién de bifurcaciones que
luego se han aplicado en CONTENT.

« B* z* y* w 01 T
0.05 | 0.0125 1.5 1.5 | 0.106 | -0.092 | 59.27
0.1 0.125 1.5 1.5 | 0.125 | -0.148 | 50.26
0.15 | 0.2375 1.5 1.5 | 0.183 | -0.189 { 34.33

Tabla 1: Puntos de bifurcacién de Hopf de la figura

2).

degenerados tales como puntos de silla con autovalo-
res iguales pero de signo contrario o puntos de bifur-
cacién de Takens Bogdanov, e incluso puntos de Hopf
generalizados o de Bautin. En la figura (2) tenemos
la proyeccién de los puntos de equilibrio” en el plano
(8, z), para tres valores distintos del pardmetro a.

€

s
4
3
2
v
°
iy

2
3
4
s

" bew
a2 0200566 0521132 0.841698 116226 © 148283

Figura 2: continuacién de los puntos de equilibrio

(8, ).

La proyeccién més a la izquierda nos indica como se va
moviendo la variable z a medida que el parametro 3
va creciendo desde cero, llegando a obtener un punto
de bifurcacién de Hopf, que viene resenado en la tabla
1, teniendo un par de autovalores complejos conju-
gados Ay 9 = 0+ 0.1060664, y con un primer coefi-
ciente de Lyapunov ¢; = —0.0928416, con lo que la
bifurcacidén es supercritica, es decir antes del valor de
bifurcacién de 8*, hay un punto de equilibrio que es
estable y al pasar de este valor de bifurcacién se con-
vierte en inestable, surgiendo entonces un ciclo limite
que es estable. La segunda curva es la representacién
de los puntos de equilibrio para el valor de o = 0.1
y la tercera curva para o = 0.15. En esta tabla 1,

hemos representado varios puntos de bifurcacién de

Hopf, suponiendo constante los pardmetros k = 0.15,
y € = 0.1 y hemos variado o = 0.05,0.1,0.15 y obteni-
do los correspondientes valores del pardmetro 3 en el
que surge el punto de Hopf, asi mismo como los valores
de la forma normal para cada uno de los tres puntos
de Hopf obtenidos. Los valores de la forma normal
vienen dados por w y los valores del primer coeficiente
de Lyapunov, que como se puede apreciar, ha salido
siempre negativo, con lo que las bifurcaciones de Hopf
para estos tres valores es supercritica.

"En las representaciones graficas la variable z representa a
X1 y la variable y a la X2
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3.1 Continuacién de Hopf segtin los
parametros

En la figura (2) hemos encontrado un punto de

Hopf, para cada valor de « fijo, al variar el pardmetro
B y teniendo fijos los otros pardmetros. Asi, hemos
considerado el punto de Hopf més a la izquierda, es
decir el obtenido para la curva con a = 0.05 y hemos
hecho la continuacién de los puntos de Hopf activando
otro paradmetro.De esta manera obtenemos una curva
que depende de los dos pardmetros que se active cada
vez. Hemos activado dos de los tres pardmetros, k, €
v a, y hemos obtenidos diferentes curvas que pasamos
a comentar.
- By k. En la figura (3) tenemos los tres puntos de
Hopf sobre una linea, ya que k es constante y 8* son
los valores de la tabla 1, obtenidos al continuar los
puntos de equilibrio.

os H i H i i i H
0.2 0008 Qi04 0216 0328 044 0552 0664 076 0888 1

Figura 3: continuacién puntos de Hopf (3, k).

En primer lugar continuamos el primer punto de Hopf
més a la izquierda obtenido para a = 0.05, teniendo
una rama parabélica y a continuacién se ha hecho la
continuacién de los puntos de bifurcacién de Hopf para
los otros dos valores a. Sobre la curva encontrada, to-
dos los puntos de ella tienen sus autovalores imagina-
rios puros, o bien pueden ser sillas neutrales, es decir la
mayoria de esos puntos son puntos de Hopf. En nues-
tro caso hemos comprobado que todos los puntos de
la curva, encontrados numéricamente, han sido puntos
de Hopf. La gréfica (4), representa la continuacién de
los puntos de Hopf en funcién de los pardmetros 8 y
k, y la representacién es de x frente a 8.

En esta continuacién no hemos obtenido ninguna bi-
furcacién de codimensién 2, como se puede apreciar
en la figura.

- By €. En la figura (5) estd la continuacién de los
puntos. de Hopf en funcién de los pardmetros 8 y e,
con la representacién de z frente a 3y como se puede
apreciar tampoco hay bifurcaciones de codimensién 2
respecto a estos dos parametros.

- By a. De la figura (2) hemos considerado el primer
punto de bifurcacién de Hopf y realizando la conti-
nuacién se obtiene una bifurcacién de Hopf genera-
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Figura 4: continuacién puntos de Hopf (3, x).
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Figura 5: continuacién puntos de Hopf (3, z).

lizado (GH) o de Bautin ® para los valores de a =
2.72493e — 6 y 8 = —0.0999939, con & == 0.000783,
£1 = 0, luego en este punto el primer coeficiente de
Lyapunov cambia de signo. De forma andloga sucede
en los otros dos puntos de Hopf, obteniéndose puntos
(GH) para valores de (3 negativos. La figura (6) repre-
senta lo expuesto. En este caso el valor de o es muy

S T N SIS S S S S S SO
02 Q01 o oy - 02 03 04 05 o5 o7 08 03 1

Figura 6: continuacién puntos de Hopf (3, a);

cercano a cero y el valor de 3 es negativo; esto nos in-
dica que si la tasa de publicidad es muy pequena y si
los clientes no s6lo no cambian a una marca rival, sino
que acaban entrando en la marca a partir de la marca
rival, entonces tenemos puntos de bifurcacién de Hopf

8Un punto de bifurcacién (GH) es un punto de Hopf donde £1
se anula. Una forma normal para la bifurcacién de Bautin en las
coordenadas reducidas es w = (81 +iwp) w+Paw |w|2 +low |w|?
- Govaerts (2000).02 es el segundo coeficiente de Liapunov que
es real. .
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generalizado. En los puntos de la curva de Hopf en el
que £; cambia de signo surge la bifurcacién de Hopf
generalizada. En el lado en el que £; < 0, entonces
las érbitas estables nacen en la direccién en el que la
parte real de de los autovalores criticos es positiva. De
forma similar en el lado en que £; > 0 nacen 6rbitas
inestables en la direccién en el que la parte real de
los autovalores criticos es negativo. Dependiendo del
signo del segundo coeficiente de Liapunov ¢4 se ten-
drd un comportamiento de las trayectorias 1 otro. El
significado geométrico de la bifurcacién de Hopf gene-
ralizada es el siguiente: La caracteristica més notable
es la presencia de una curva en el espacio paramétrico,
que se origina en el punto (GH), a lo largo de la cual el
sistema dindmico tiene un punto de retorno de érbitas
periédicas; es decir, colisionan un par de érbitas pe-
riédicas, una estable y otra inestable, y desaparecen
(ver figura (7)).

@

Figura 7: bifurcacién (GH) o de Bautin para £, > 0.

Asi, en la regién (3) de esta grifica hay dos ciclos
limite, uno estable y otro inestable, que al pasar por
la curva T colisionan, surgiendo entonces en esta cur-
va un ciclo limite silla, ya que por encima del ciclo las
trayeetorias son repelidas, pero por debajo del ciclo
las trayectorias son atraidas hacia él y repelidas del
equilibrio, para a continuacién, al pasar a la regién
(2) desaparecer el ciclo limite, obteniéndose un equili-
brio inestable. Otra caracteristica a destacar de esta
bifurcacién es que al pasar los dos ciclos limite de la
regién (3) por H™, los dos ciclos limite colisionan en
esta curva y se obtiene un ciclo limite inestable que
perdura al entrar en la regién (1) y el punto de equi-
librio pasa a ser estable y sélo cuando cruce por H*
desaparece el ciclo limite inestable pasando el equili-
brio a ser inestable.

En nuestro caso, sobre la curva de Hopf, toma-
mos un punto P; anterior al punto de bifurcaci()n
de Bautin, = 1.5, y = 1.5, o = 0.045955467,
B = 0.0033998. Sabemos que ¢; < 0, ya que ain
no hemos llegado al punto de bifurcacién de Bautin,
con lo. que la bifurcacién de Hopf nos dice que al pa-
sar por ella surge un ciclo limite estable y el pun-
to de equilibrio pasa a ser inestable. Para encontrar
los autovalores; computamos una curva -de equilibrio

desde el ltimo punto de equilibrio computado P,
con ﬁ'éomo pardmetro libre y obtenemos los auto-
valores A5 = 0.00438616 + 70.10159105 y el pun-
to de equilibrio inestable es z = 1.627258, y = 1.5,
a = 04595547, B = 0.0121721, k = 0.15, € = 0.1.
Comenzando cerca del punto, por ejemplo « = 1.6 y
el resto de los valores iguales, la trayectoria se ha de
alejar del punto de equilibrio, ya que éste es inestable
(ver gréafica (8)).

15.4129
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0.375789 L L L L =
-0.63121 495743 105461 16.1347 217234 27.312

Figura 8: dos ciclo limite uno estable, otro inestable

(8,).

No obstante, observando la grafica (8) y su amplia-
cién (9) comprobamos que el punto de equilibrio es
inestable, yendo las trayectorias cercanas a él hacia el
exterior hasta introducirse en el ciclo limite que es es-
table. De igual manera las curvas que empiezan fuera

4.27615

¥

|
i
{ : ; : : :
3ASTIg L e
1.t :
}
i
i

263824 - -

181928 oo 3

100033 |- :

L L L ! " X
137986 203312  2.68638  3.33965 399201  4.64617

0.181371 "
00733382 0.7266

Figura 9: dos ciclo limite uho estable, otro inestable

(8,0).

del ciclo limite son atraidas hacia él. Ahora bien, mi-
rando la regién (3) de la gréfica (7) y desde el punto de
vista del (GH), para el mismo pardmetro ha de haber
un ciclo limite inestable. La érbita inestable puede ser
comenzada desde un punto de bifurcacién de Hopf, pe-
ro no puede ser computada por una simulacién simple.
Sin embargo, en las gréficas (8) y (9), observamos co-
mo hay una trayectoria exterior al ciclo limite que va

s
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hacia él y una trayectoria que comienza muy cerca de
la anterior que se aleja del ciclo limite. Esto nos da a
entender que existe un ciclo limite inestable entre estas
dos trayectorias. Con esto, se tiene que el comporta-
miento de los consumidores de la marca, dependiendo
del punto de partida y de los pardmetros encontra-
dos pueden tener los comportamientos siguientes: 1)
ser atraidos, con el tiempo, hacia un comportamiento
ciclico, es decir, hacia el ciclo limite estable, 2) si en
un principio estdn en el ciclo limite inestable, entonces
permanecen en él y 3) pueden descontrolarse hacia un
punto exterior de estas trayectorias. Esto es, en defi-
nitiva, los comportamientos que vienen reflejados por
la bifurcacién de Bautin, como se puede apreciar en
la gréfica (7)

Pasamos ahora a encontrar los ciclos limite y a rea-
lizar la continuacién de los ciclos limite.

3.2 Continuacién de los ciclos limite

Para la continuacién del ciclo limite, se ha de obtener
uno. Para ello y utilizando el punto P; anterior en
el que habiamos obtenido un ciclo limite, construimos
su grifica (10) en el que se ha partido del punto x =
2.148045, y = 2.2285623, k = 0.15, a = 0.04595547,
B = 0.0121721, ¢ = 0.1. El periodo obtenido es T =
67.75.

3.89684

3.49654
3.09625 - : : T [
2.69595 - -
220565 k- A.io
1.89535 -
1.49506 - -

1.09476 -

osoues L OSSO SRS N L

L3

0294167 L L L ! L L L
0339073 0780198 122132 1.66245 2.10357 25447 298582 342695 3.86807

Figura 10: ciclo limite (8, @).

Se ha comentado que la obtencién del ciclo limite ines-
table no se puede computar por simulacién simbélica.
Sin embargo, se puede computar como la solucién a
un problema de valor frontera (Kuznetsov 1998 [12]).
Nosotros lo realizamos utilizando CONTENT, com-
putando la curva de drbitas peridédicas con pardmetro
libre 3 y obtenemos en primer lugar una bifurca-
cién (PD), es decir, una duplicacién del periodo en
8 = 0.023247798, con multiplicador p; = —1. A
continuacién se obtiene una bifurcacion (LPC) en
B = 0.023417755, en el que dos ciclos colisionan y
desaparecen. Continuando con la computacién, obte-
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nemos un (BPC) en 8 = 0.023424 , en el que se puede
hacer una cambio de rama a otro ciclo limite y mds
adelante otro (PD) y luego una serie de (BPC) y (PD)
que se pueden ver en las graficas (11), (12).

1.97347
Yy

182239 -

167132

1.52024

136917 [

L21BO9 f v

1.06702 L L L L ~
1.2616 135549 1.44937 154326 1.63714 173103

Figura 11: ciclo limite (8, ).
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179413 1.70854 s2112 871387 122165 157192

Figura 12: ciclo limite (3, ).

También hemos considerado el tercer punto de la
tabla 1 y buscamos un ciclo limite. Como ¢; < 0,
antes del valor de bifurcacién, B* el punto fijo es
estable y después de cruzarlo pasa a ser inestable
surgiendo un ciclo limite estable. El ciclo limite lo
hemos encontrado para B* = 0.2377, partiendo de
(z,y) = (1.581847,1.435172), T = 34.05 (ver figura
13). Para hacer la continuacién del ciclo limite acti-
vamos el pardmetro 8 y tomamos como punto inicial
(z,y) = (1.48,1.48), 3 = 0.237 y el resto de los valores
igual. Como estamos en un sistema de orden 2, te-
nemos como posibles bifurcaciones en los ciclos limite
encontrados un Fold (LPC) y también algin cambio
de rama (BPC). Haciendo la computacién en Forward,
se obtiene dos trayectorias con los puntos (BPC) que
vienen representados en la tabla 2. La figura (14) nos
da la continuacién del ciclo limite, asi como los (BPC)
obtenidos, en el que los ciclos limite van aumentando
sus periodos desde el punto de bifurcacién.

A continuacién se ha realizado un cambio de rama en
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Figura 13: ciclo limite (8, &).

Punto T Y B* T
(BPC) | 1.5393 | 1.4599 | 0.237562 | 34.2167
(BPC) 1.6017 | 1.3993 | 0.237923 | 34.2354

Tabla 2: Tabla con (BPC).

el punto (BPC) maés alto y se han obtenido los siguien-
tes puntos representados en la tabla 3 y la figura (15)
nos representa estos puntos en sus ciclos limite.

En este caso en la tabla 3, se puede apreciar como en
este cambio de rama, a medida que 8 va decreciendo,
el periodo T' también decrece hasta el punto (LPC) y a
continuacién B crece haciendo que T' también crezca.

Hemos realizado lo mismo con el pardmetro ¢ (figura
(16)), obteniendo dos puntos (BPC) que vienen en la
tabla 4 y tomando el (BPC) més bajo, hemos realizado
un cambio de rama obteniendo los puntos de la tabla
5, donde sucede lo mismo que en la tabla 3.

4 Conclusiones y trabajo futuro

El modelo de publicidad tiene una superficie pa-
ramétrica en la que se encuentran los puntos de bifur-
cacién de Hopf. Estos puntos de bifurcacién de Hopf
los hemos encontrado por dos caminos, uno de forma
simbélica ([15]) y la otra numéricamente ([13]). Te-
nemos entonces que se alcanza un punto de equilibrio
estable entre los ususarios de la marca y los compra-

Punto z y B* T

(BPC) | 1.5981 | 1.4026 ] 0.237896 34.299
(BPC) | 1.5337 | 1.4655 | 0.237546 | 34.2127
(LPC) | 1.4995 | 1.5005 | 0.2375 | 34.2013
(BPC) | 1.4886 | 1.5119 | 0.237505 34.2026
(BPC) | 1.4602 1.542 0.237564 34.217
(BPC) | 1.3927 | 1.6161 | 0.237955 | 34.3139

Tabla 3: Puntos notables en el cambio de rama.
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Figura 14: continuacién del ciclo limite con 3, coord=
(z,9).
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Figura 15: cambio en un (BPC) y continuacién (z,y).

dores potenciales. Ahora bien, a medida que variamos
un pardmetro (continuacién del equilibrio), 8 en este
caso, encontramos que el equilibrio se hace inestable
y obtenemos comportamientos ciclicos de los consu-
midores. Se han realizado diversas continuaciones ac-
tivando distintos pardmetros y se ha encontrado un
punto de Bautin (GH), en el que el primer coeficien-
te de Lyapunov se hace nulo. Para poder realizar un
estudio del comportamiento del sistema en un entor-
no de este punto de bifurcacién es necesario obtener
el segundo coeficiente de Lyapunov, ls, y dependien-
do de su signo tendra comportamientos distintos en el
espacio paramétrico. Asi, en la figura (7), con I <0,
en la regién 3, hay dos ciclos limite, uno estable y el
otro inestable, es decir tenemos dos posibilidades en el
comportamiento entre los consumidores y los poten-

* ciales vy al pasar por la superficie T, uno de los dos

ciclos desaparece, quedando un ciclo silla y al pasar a
la regién 1, desaparece el ciclo limite (ver [7] pp 312) y
volvemos a obtener un unico punto de equilibrio. De
igual manera se continda el ciclo limite, y obtenemos
distintos puntos de ramificacién y un punto de bifur-
cacién (LPC), en el que antes de él, los ciclos limite
decrecen en periodo y amplitud y después de él, cre-

Punto T y e* T
(BPC) | 1.51863 | 1.4807 | 0.100002 | 34.2051
(BPC) | 1.55048 | 1.44817 | 0.100014 34.2296

Tabla 4: Tabla con (BPC).
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Figura 16: continuacién del ciclo limite con €, coord=
(z,).

Punto z Yy e* T

(BPC) 1.51652 1.4830 0.100001 | 34.2042
(LPC) | 1.499994 | 1.50006 0.09999 34.2013
(BPC) 1.4407 1.5096 0.1 34.2022
(BPC) 1.47636 1.5245 0.100003 | 34.2072
(BPC) 1.44768 1.5547 0.100014 | 34.2301

Tabla 5: Puntos notables en el cambio de rama.

cen en periodo y amplitud. Con esto, se tiene que
el comportamiento de los usuarios varia de conduc-
ta con perfodos distintos, a medida que el parametro
varia ligeramente. Queda, por tanto, realizar el estu-
dio de calcular el segundo coeficiente de Lyapunov que
nos determinard en que regién del espacio paramétrico
de la figura (7) nos estamos moviendo, con lo que el
comportamiéento de los consumidores puede tener dis-
tintas posibilidades. No obstante, se est4 trabajando
también en introducir en el modelo algiin comporta-
miento distinto al reflejado en las ecuaciones, como
puede ser, una actuacién directa sobre los comprado-
res potenciales, con unas tasas especificas para ello.
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