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ste trabajo presenta una solu-
E cién para resolver un sistema
de ecuaciones lineales por
medio del método de Householder,
teniendo como base un algoritmo que
utiliza en paralelo «n» procesadores, y
como medio de comunicacién entre
los procesadores una interfaz MPI. El
Programa que se desarrollo fue escri-
to para el compilador mpcc (Compi-
lador de C para paso de mensajes de
la interfaz MPI), para la maquina IBM
SP2 en el Centro de Investigacion en
Computacion (CIC) del IPN.

Antecedentes

"La forma de paralelizar la solu-
cién de un problema cae dentro de la
categoria de lo artesanal y depende
mucho del autor y de su experiencia”.
Esta cita muestra lo dificil que es
encontrar el algoritmo ¢6ptimo para
llevar a cabo la paralelizaciéon de la
ejecucion de un programa, ya que no
existe una metodologia establecida y
se depende casi absolutamente del
punto de vista del autor del algoritmo.
Algunos algoritmos son mas eficientes
que otros; inclusive existen compila-
dores que permiten paralelizar auto-
méticamente ciertas partes de pro-
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gramas secuenciales. Sin embargo,
esto no los hace tan eficientes como
podria esperarse.

Existen, por lo tanto, diferentes
acercamientosy diferentes soluciones
aunmismo problema. Brinch Hansen
[Han95] trata la reduccion de House-
holder utilizando un algoritmo de en-
tubamiento (Pipelinening) desarrolla-
do para Super Pascal [HAN95
pag.68]. Un enfoque diferente es la
utilizacién de todos los procesadores
para el calculo de las n columnas de la
matriz de Householder en cada eta-
pa. Esto puede hacer mas eficiente el
programa, y el trafico en la red no se
modifica en forma importante.

Planteamiento del Problema

Dado un sistema de ecuaciones
lineales, uno de los métodos mas uti-
lizados para su solucién es la elimina-
cién gaussiana. Este método utiliza la
matriz asociada de coeficientes y la
matriz de resultados, para generar
una matriz aumentada. Esta ltima
matriz se lleva a la forma de una
matriz triangular, v asi se puede resol-
ver el sistema por medio de:

X =a[b =) a ]

Ji+1

Sin embargo, el método de elimi-
nacién de Gauss presenta un proble-
ma de inestabilidad en el pivote; es
decir, que cuando se tienen niimeros
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muy pequefios o muy grandes se ob-
tienen soluciones erréneas. Ahora
bien, el método de Householder utili-
za el mismo algoritmo que la elimina-
cién Gaussiana, pero a nivel del pivo-
te se hace una normalizacién con
respecto a la columna sobre la cual se
esté trabajando.

Este método utiliza una argucia
matematica, que consiste en la re-
flexiébn de un vector sobre un plano
particular, de tal forma que el plano
refleja la primera columna sobre el
primer eje del sistema coordenado,
para producir una nueva columna
que tiene ceros como elementos des-
pués del primero. La figura 1 mues-
tra el esquema utilizado.

Figura 1

Dado un \Lectora, existe un vector
de reflexién b tal que:
- -
a-b=tvy |lall=lIb|l ... (1)

donde la normal de v esta dada por:

- — 2 2 2
IVI=LY [IVII=AV2 + V2 + e+
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expresando al vector en forma matri-
cial, se tiene:

=

<
1

LGOI
N
I

yvi= [V1+V2 +"'+Vn]

=}

donde v tes la matriz transpuesta del
vector «v».

Ahora bien, el producto escalar
entre la matriz del vector y su trans-
puesta es:

2 2 2
Vl +V2 +...+Vn

v

vty

Para encontrar el vector equiva-
lente, el cual contiene un solo elemen-
to, se procede como sigue: de la
expresion (1) :
b=a-fv .. 2)
por la izquierda en la expresion 1:
llal®=Ilbl|>=b'b
en forma matricial:

[a]l? =(a-fv)(a-fv)
=(at-fvt)(a-fv)
=zata+fvtv-favt-fatv
=llalp+f2]v]F-2fvia

Simplificando ambos lados:

[al?-]la|p=-2fvta +f2=0

Ovta=f

Por la derecha en la expresion 1:

IblF=llal® =a‘a

En forma matricial:

10

[[b]? =(b+fv) (b+fv)
=(bt+fvt)(b+fv)
=btb+fzvtv+fbvt +fbtv
=|[bP+f2[v]*+2fv'b

Reduciendo ambos lados:

|b|lz-]IbJ?= 2fvtb +f2=0
Ovtb=-f

Por otro lado, sustituyendo (3) en (2)
se tiene que:

b=a-fv=a-vf=za-v(2vta)
za-2vvta=(I-2vv')a
=Ha

DondeH es la matrizde Househol-
der. Ahora bien, como

1ol =1all
sustituyendo en (5)
IHall=[lallD a=Ha
Ha=H(Ha)=aO HH=1 yH=H1
Por otro lado :
la,I<llall Oij=1,..,n
Ahora bien, regresando al sistema
de ecuaciones lineales, y utilizando la
propiedad de conservacion del pro-
ducto por la izquierda de una matriz
se tiene el sistema

Ax=y,

Donde "A" es la matriz de coefi-
cientes, "X" es la matriz de incdgnitas

v "y" es la matriz de valores indepen-
dientes.

Si"H" es la matriz de Householder
entonces

HAx=Hy
Tomando el primer vector de la

matriz de coeficientes

polibits

al =[all, a21, a3l, ..., anl]' ;

entonces, aplicando la matriz de
Householder para obtener el vector
con un solo elemento :

Ha, = [dn’o"“ ,o]t
donde
d,=%]lall

de la expresion (1) se tiene:
fv=a-b

utilizando la expresion (4)

f v=a -Ha,

Ly,
U

OO

O
O O
[Pe1 0 [Per O
0: 0
[l
UJ

OO

= [
O U
Eanl Eanl
utilizando la expresion (4)
f,=-2v'b,=-2v'Ha,

multiplicando porf,

f=f (-2v'Ha )=-2f vtHa,

Owy, O
0
[Pa1 [
=-2 E[dn,o, 0]
(B O
:'2W11d11
fl = m
fv=f,v O v=f v/f
Uv= [W117 A1, "5 8m ]t/fl
...... (6)

De esta manera se ha encontrado
el vector "v" que permite encontrar
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las columnas correspondientes a los
otros vectores de la matriz de coefi-
cientes, formadas por los vectores de
«reflexion» correspondientes.

Como el vector "V" es invariable,
entonces se pueden establecer las
siguientes expresiones:

Ha=a-fv y f=2v'a

Estas expresiones, aplicadas a to-
dos los vectores columna de la matriz
original, permitiran encontrar la ma-
triz equivalente, la cual tiene en su
primera columna un solo elemento: el
primero.

Con la matriz equivalente se pue-
de continuar el procedimiento con la
matriz disminuida de la primera co-
lumna y de la primera fila, hasta
obtener una matriz disminuida equi-
valente con las caracteristicas arriba
mencionadas. El procedimiento se
repite hasta obtener una matriz trian-
gular que permita resolver el sistema
de ecuaciones lineales.

Método vy algoritmo de solu-
ciéon computacional

El método que se presenta aqui
tiene como idea principal el utilizar
varios procesadores que trabajando
en paralelo permitan obtener de un
sistema de ecuaciones lineales, la
matriz triangular utilizando el método
de Householder. Ahora bien, como
sevi6 en la parte tedrica, la obtencién
de la matriz triangular pasa por la
obtencién de varias matrices equiva-
lentes, en las que, segln sea el nivel
de célculo, se obtiene una primera
columna relativa a la matriz disminui-
da con la que se estéa trabajando. Para
el célculo de cada matriz equivalente,
este método pone a trabajar a todos
los procesadores (la forma de trabajo
se explica posteriormente).
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Para que la idea de este método
funcione, es necesario establecer el
namero de procesadores activos, uti-
lizar uno de ellos como un procesador
maestro, y a los otros como procesa-
dores esclavos. La asignacién de las
tareas debera efectuarla el proceso
maestro; este determina el nimero
de columnas que cada proceso escla-
vo debe calcular para cada nivel,
siendo el proceso maestro el que
distribuye, recolecta y ordena la in-
formacion.

El algoritmo de paralelizacién que
se presenta aqui utiliza un arreglo de
cuatro procesadores. Dadas las ca-
racteristicas de MPI, la configuracion
para la comunicacién de estos proce-
sadores es en estrella, siendo el pro-
ceso que corre en el procesador cero
el proceso maestro y los procesos en
los otros tres procesadores los proce-
sos esclavos. En lafigura 2, se mues-
tra el esquema de comunicacién en-
tre los procesos.

Proceso 1

Proceso 3

Figura 2

Algoritmo.

Para que el célculo de la matriz
equivalente en turno sea llevado a
cabo en forma paralela por todos los
procesadores asignados, los pasos a
seguir son los que se describen a
continuaciéon:

- Se obtiene el nimero de pro-

cesos de acuerdo con el nime-
ro de procesadores asignados.
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- Se utiliza una matriz principal
de tamario nxn, que se maneja
por el proceso maestro, y una
matriz temporal del mismo ta-
mario en cada proceso.

- Seutiliza una matriz de tamario
1xn para manejar los valores
independientes del sistema.

- Se establece un canal de co-
municacién entre cada proce-
so esclavo y el proceso maes-
tro.

- En un inicio, se llena la matriz
principal con los valores de la
matriz asociada a los coeficien-
tes del sistema de ecuaciones a
resolver, y la matriz de valores
independientes.

- Secalcula el nimero de colum-
nas a procesar por cadauno de
los procesos esclavos.

- Utilizando las ecuaciones (3),
se calculan los parametros uti-
lizados en la obtencién de los
vectores columnanormalizados,
siendo la primer columna la
columna «pivote» (la cual tiene
solo un elemento) y de la cual
se obtienen tales parametros.

- Se distribuyen los parametros
de célculo y las columnas co-
rrespondientes a los procesa-
dores respectivos.

- Se obtiene la matriz equivalen-
te para los valores indepen-
dientes.

- Serecolectalainformacién ob-
tenida por cada procesador, se
forma la matriz equivalente y
se almacena.

- Se obtiene la siguiente matriz
disminuida, y se repiten los pa-
sos anteriores de célculo, hasta
que la matriz disminuida tenga
un tamarno de 2 x 2.

- Una vez obtenida la matriz de
Householder, se obtienen los
valores de las variables inde-
pendientes.

De acuerdo con el algoritmo ante-

rior, las tareas que cada procesador
debe efectuar son las siguientes:

n
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El proceso maestro efectiia las
siguientes tareas:

1.

Llena la matriz inicial y la ma-
triz temporal

Calcula el numero de veces
que se va a comunicar con los
procesadores esclavos.

Se encarga de calcular los pa-
rametros necesarios (el vector
«», ecuacién [7]) para obtener
las columnas que forman la
matriz de Householder.
Calcula el nimero de colum-
nas que cada proceso esclavo
debe procesar.

Establece los canales de comu-
nicacién con los procesos es-
clavos.

Envia a cada uno de los proce-
sos esclavos los parlimetros
calculados v las columnas co-
rrespondientes.

Conlos parlJmetros correspon-
dientes a la matriz en turno,
procesa la matriz de valores
independientes.

Colecta las columnas calcula-
das por los procesos esclavos.
Ordena y almacena la matriz
de Householder.

10. Llama a la subrutina que pro-

porciona la matriz disminuida
siguiente a calcular.

11. Repite los pasos 2-7 hasta que

la matriz disminuida es de ta-
marfio 2 x 2.

12. Resuelve para la matriz de

incégnitas.

Los procesos esclavos efecttian las
siguientes tareas.

1.

174

Calculan cuantas veces deben
recibir datos.

Reciben los datos necesarios
para llevar a cabo el proceso
de las columnas.

Reciben las columnas que de-
ben procesar.

Con los parlmetros recibidos
obtienen la columna respecti-
va de la matriz de Householder

para cada columna recibida
del proceso maestro.

. Una vez terminados los célcu-

los sobre cada columna, esta es
enviada de regreso al proceso
maestro.

. Repiten los pasos 2-4 hasta

terminar.

Estados por los que pasa el
programa que ejecuta el algorit-

mo anterior.

Primer etapa: Inicio

Proceso 1

- Obtiene No. de proceso.
Inicializa el canal de
recepcion.
Esperadatos de llegada.

Proceso 0

Obtiene No. de proceso.

Inicializa matrices.

Obtiene pardmetros para el calculo de la
columnas de la matriz de Householder.
Inicializa canales de comunicacion.

Se determina el nimero de procesos
asignado.

Se calcula el niimero de columnas que cada
procesova a trabajar.

Proceso 1

Ol
Ini

btiene No. de proceso.
icializa el canal de

recepcion.
Esperadatos de llegada.

Proceso 1
Obtiene No. de proceso.
Inicializa el canal de
recepcion.
Esperadatos de llegada.

Siguiente etapa: envio de para-
metros

Proceso 1

- Recibe los parametros para
célculo de columnas.

- Comienza loop de recepcion de
columnas que debe trabajar.

Proc

*
eso 0

Obtiene No. de proceso.

Inicializa matrices.

Obtiene parametros para el calculo de la
columnas de lamatriz de Householder.
Inicializa canales de comunicacion.

Se determina el nimero de procesos
asignado.

Se calcula el nimero de columnas que cada
procesovaa trabajar.

Proc

€s0 2 Proceso 3
Recibe los - Recibe los parametros
parametros para para célculo de
célculo de columnas. columnas.
Comienzaloop de Comienzaloop de
recepcion de recepcion de

columnas que debe
trabajar.

\

columnas que debe
trabajar.
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Siguiente etapa: Calculo de co-
lumnas de la matriz de Householder

Proceso 1
Obtiene el vector "v" a partir de
los datos de la primera
coumna.
Entra alloop para el célculo de
cdumnas de lamatriz de
Householder.
Obtiene la funcion para cacular
la columna en turno.
Obtiene la coumna
equivalente.
Pasa a la siguiente columna si
existe,

Proceso 0
Obtiene la primera coumna de
lamatriz de Householder.
Obtiene el vector de valores
independientes.
Pasa al estado de espera de las
coumnas que cada proceso a
obtenido,

Obtiene el vector "v" a
partir de los datos de la
primera columna.

Entraal loop parael
célcuo de columnas de la

(" Proceso 2 R /Promso&}

Obtiene el vector "v" a partir
de los datos de la primera
cdumna.

Entra al loop para el calcuo
de columnas de lamatriz de

matriz de Householder.
Obtiene la funcién para
cacular la columna en
turno.

Obtiene la coumna
equival ente.

Pasaala siguiente
coumna si existe

Householder.

Obtiene la coumna
equivalente.

si existe,

Obtiene la funcién para
calcular la columna en turno.

- Pasa ala siguiente columna

\ N

Siguiente etapa: envio de las co-
lumnas obtenidas por los procesos
esclavos y recepcién de esta informa-

cién por el proceso maestro.

Proceso 1

- Define canal de comunicacion.
Comienza loop de envio columnas
obtenidas.
Envia columna al proceso maestro.
Si existe otra columna la envia.
Sino, pasa al estado de espera para la
recepcion de mas columnas de la
siguiente matriz a calcular

 Proceso 0 N\

- Comienza el loop de recepcion
de columnas.
Recibe las columna de cada uno
de los procesos esclavos.
Terminada la recepcion de
informacion, arregla las
columnas recibidas en la matriz
de Householder.
Obtiene la matriz disminuida
siguiente, si es mayor de 2x2,
reparte de nuevo la informacion
alos procesos esclavos y repite
los estados anteriores

N J
ad —

/PI'DCESOZ \ (PVDCE‘SD3

Define canal de Define canal de
comunicacion. comunicacion.

~

Comienza loop de envio
columnas obtenidas.
Envia columna al
proceso maestro.

Si existe otra columna la
envia.

Sino, pasa al estado de
espera para la recepcion
de mas columnas de la
siguiente matriz a
calcular

- J

Comienza loop de envio
columnas obtenidas.
Envia columna al
proceso maestro.

Si existe otra columna la
envia.

Sino, pasa al estado de
espera para la recepcion
de mas columnas de la
siguiente matriz a
calcular
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Etapa final: obtencién de los valo-
res de variables del sistema.

Proceso 1
- Inactivo.

" Proceso 0

- Una vez obtenida la matriz disminuida de
tamafio 2x2, el proceso maestro se
encarga de obtener la primera columna
correspondiente a esta matriz.

- Se obtiene el vector de valores
independientes correspondiente.

- Se actualiza la matriz de Householder

- Se calculan los valores de las variables
del sistema.

- Se imprimen resultados.

Proceso 2 Proceso 3
-Inactivo. - Inactivo.

Parametros de ejecucion.

.

La IBM SP2 del CIC-IPN es una
maquina con 8 procesadores, la cual
necesita de un archivo de configura-
ciéon donde se seleccionan los nodos
en que se instalaran los procesos y los
canales de comunicacién que va a
utilizar. Para esto es necesario un
archivo que se asigna a la variable
MP_HOSTFILE, mediante la instruc-
cion:

%setenvMP_HOSTFILESWITCH

donde SWITCH es el archivo que
define las direcciones de los nodos
que estaran activos.

LaIBM SP2 tiene tres maneras de
comunicar entre los ocho nodos: a
través de una red externa (direccio-
nes INTERNET), a través de una red
interna (direcciones IP locales) o a
través de una red de interconexiéon
tipo mariposa HPS (SWITCH)

Las direcciones IP o dominios de
tales redes se muestran en al final del
articulo.

El niimero de procesadores que se
desea estén activos cuando la aplica-
cioén se ejecute también se define en
una variable de ambiente, que se
inicializa de la siguiente manera:
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%setenv MP_PROCS 4

donde 4 es el nimero de procesado-
res que se designaran a la aplicacion.

La compilacién de los programas
se llev a cabo con el compilador C
para paso de mensajes MPI, con que
cuenta la IBM SP2. El comando uti-
lizado es:

%mpcc name.c /usr/lib/libm.a

y para la medicién del tiempo de
ejecucion se utilizo el comando time:

%/usr/bin/time -p ./a.out

Estos comandos evidentemente
son diferentes para cada maquina
paralela y para compilador que este
montado.

Resultados

El programa se ejecut6 para dife-
rentes tamarios de matrices desde
(2x2 hasta 400x400). Los tiempos
de ejecucion fueron en promedio los
siguientes:

Tamafio Tiemporeal
de ejecucion (seg.)

2x2 1.60
10x10 1.65
100x100 5.10
200x200 17.50
300x300 42.25
400x400 85.30
500x500 148.77

Conclusiones

Como puede observarse en la
gréafica logaritmica, el tiempo de eje-
cucién aumenta en forma drastica
(pendiente de la recta de aproxima-
cibn muy grande), a partir de un
cierto tamario de matriz de coeficien-
tes (a partir de 100). Esto se debe a la
cantidad de mensajes que circulan en
la red de intercomunicacén

Al llegar a un tamario cercano a
los 900x900 la memoria se satura y
las comunicaciones entre procesos
causan errores.

Para corroborar los tiempos de
ejecuciéon con otros algortimos, se
pretende implementarlos y llevar a

Tiempo de ejecucion (seg.)

1000

100

10

4

0.1 1 10

S 55 =5

100 1000 10000

|-Tamaﬁo del arreglo |

Grafica logaritmica del tiempo de ejecucion (eje y) contra el tamafio
del arreglo (eje x)
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cabo las corridas correspondientes.
Sin embargo, el desarrollo del alorit-
mo mostrado en este articulo muestra
que, efectivamente, existen formas
diferentes de enfrentar un problema,
ademas de popder desarrollar una
solucién; v por otro lado, tampoco
existe una mecéanica para el desarro-

llo de tal algoritmo.

Apéndice A

Direcciones de la red externa:

148.204.211.237
148.204.211.238
148.204.211.239
148.204.211.240
148.204.211.241
148.204.211.242
148.204.211.243
148.204.211.244
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Direcciones de la red interna:

125551
125.5.5.2
125.5.5.3
125554
125.5.5.5
125.5.5.6
125.5.5.7
125.5.5.8

Direcciones de la red interna:

125.6.5.1
125.6.5.2
125.6.5.3
125.6.5.4
125.6.5.5
125.6.5.6
125.6.5.7
125.6.5.8
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